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دانشگاه صنعتی شریف

ان
جری

ل 
ح

۴

معادله انرژی

نرخ افزایش انرژی 

ذره سیال 

نرخ خالص حرارت 

الاضافه شده به ذره سی نرخ خالص کار انجام +=

شده روی ذره سیال

𝜌
D𝑖

D𝑡
= −𝑝∇. 𝑉 + ∇. 𝑘∇𝑇 + Φ + 𝑆𝑖

ℎ = 𝑖 +
𝑝

𝜌
𝜌

𝜕ℎ

𝜕𝑡
+ ∇. ℎ𝑉 = −

D𝑝

D𝑡
+ ∇. 𝑘∇𝑇 + Φ+ 𝑆𝑖

Φ = ҧҧ𝜏. ∇ 𝑉 = 𝜏𝑖𝑗
𝜕𝑉𝑖
𝜕𝑥𝑗

𝜏𝑖𝑗 = 𝜇
𝜕𝑉𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑉𝑗

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜆 ∇ ⋅ 𝑉 𝛿𝑖𝑗 = 𝜇

𝜕𝑉𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑉𝑗

𝜕𝑥𝑖
−
2

3
(∇ ⋅ 𝑉)𝛿𝑖𝑗

𝑝 = 𝑝 𝜌, 𝑡 = 𝜌R𝑇 ℎ = ℎ(𝜌, 𝑇) = 𝑐𝑝𝑇

سیال تراکم  پذیر و گاز ایده ال
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5

سیال تراکم ناپذیر در دو بعدمعادله انرژی

𝜕𝑇∗

𝜕𝑡∗
+ 𝑢∗

𝜕𝑇∗

𝜕𝑥∗
+ 𝑣∗

𝜕𝑇∗

𝜕𝑦∗
=

1

Re. Pr

𝜕2𝑇∗

𝜕𝑥∗2
+
𝜕2𝑇∗

𝜕𝑦∗2
+
Ec

Re
Φ∗

𝜌𝑐𝑝
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑉. ∇ 𝑇 = 𝑘∇2𝑇 + Φ

𝜌𝑐𝑝
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑇

𝜕𝑦
= 𝑘

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
+Φ Φ = 𝜇 2

𝜕𝑢

𝜕𝑥

2

+ 2
𝜕𝑣

𝜕𝑦

2

+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦

2

𝑡∗ =
𝑡

Τ𝐿 𝑈∞
, 𝑥∗ =

𝑥

𝐿
, 𝑦∗ =

𝑦

𝐿
, 𝑢∗ =

𝑢

𝑈∞
, 𝑣∗ =

𝑣

𝑈∞
, 𝑇∗ =

𝑇 − 𝑇∞
Δ𝑇

Φ∗ = 2
𝜕𝑢∗

𝜕𝑥∗

2

+ 2
𝜕𝑣∗

𝜕𝑦∗

2

+
𝜕𝑣∗

𝜕𝑥∗
+
𝜕𝑢∗

𝜕𝑦∗

2

Re =
𝜌𝑈∞𝐿

𝜇
, Pr =

𝜈

𝛼
, Ec =

𝑈∞
2

𝑐𝑝Δ𝑇

𝜈 =
𝜇

𝜌
, 𝛼 =

𝑘

𝜌𝑐𝑝

Convective Diffusive (Conduction) Viscous Dissipation

.ل استدر سیال تراکم ناپذیر معادله انرژی به صورت مستقل قابل ح
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حجم محدودمعادله انرژی

𝑖, 𝑗

𝑖, 𝑗 − 1

𝑖, 𝑗 + 1

𝑖 + 1, 𝑗𝑖 − 1, 𝑗

Δ𝑥

Δ𝑦

8

8

𝑖 +
1

2
𝑖 −

1

2

𝑗 −
1

2

𝑗 +
1

2

𝑒

𝑠

𝑛

𝑤

کهتولید شب
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حجم محدودمعادله انرژی

𝑖, 𝑗

𝑖, 𝑗 − 1

𝑖, 𝑗 + 1

𝑖 + 1, 𝑗𝑖 − 1, 𝑗

Δ𝑥

Δ𝑦

8

𝑖 +
1

2
𝑖 −

1

2

𝑗 −
1

2

𝑗 +
1

2

𝑒

𝑠

𝑛

𝑤

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑇

𝜕𝑦
=

1

Re. Pr

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
+ 𝑆

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ ∇. 𝑉𝑇 −

1

Re. Pr
∇. ∇𝑇 − 𝑆 = 0

1

𝐴𝑖,𝑗
න
𝐴𝑖,𝑗

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ ∇. 𝑉𝑇 −

1

Re. Pr
∇. ∇𝑇 − 𝑆 d𝐴 =

1

𝐴𝑖,𝑗
න
𝐴𝑖,𝑗

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ ∇.

𝑢𝑇
𝑣𝑇

−
1

Re. Pr
∇.

𝜕𝑇

𝜕𝑥
𝜕𝑇

𝜕𝑦

− 𝑆 d𝐴 =0
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حجم محدودمعادله انرژی

𝑖, 𝑗

𝑖, 𝑗 − 1

𝑖, 𝑗 + 1

𝑖 + 1, 𝑗𝑖 − 1, 𝑗

Δ𝑥

Δ𝑦

8

𝑖 +
1

2
𝑖 −

1

2

𝑗 −
1

2

𝑗 +
1

2

𝑒

𝑠

𝑛

𝑤

1

𝐴𝑖,𝑗
න
𝐴𝑖,𝑗

𝑆 d𝐴 = ҧ𝑆𝑖,𝑗 ≅ 𝑆𝑐𝑖,𝑗

1

𝐴𝑖,𝑗
න
𝐴𝑖,𝑗

𝜕𝑇

𝜕𝑡
d𝐴 =

𝜕ത𝑇𝑖,𝑗

𝜕𝑡

1

𝐴𝑖,𝑗
න
𝐴𝑖,𝑗

∇.
𝑢𝑇
𝑣𝑇

d𝐴 =
1

𝐴𝑖,𝑗
ර
𝜕𝐴𝑖,𝑗

𝑢𝑇
𝑣𝑇

. ො𝑛 d𝑙

1

𝐴𝑖,𝑗
න
𝐴𝑖,𝑗

1

Re. Pr
∇.

𝜕𝑇

𝜕𝑥
𝜕𝑇

𝜕𝑦

d𝐴 =
1

Re. Pr

1

𝐴𝑖,𝑗
ර
𝜕𝐴𝑖,𝑗

𝜕𝑇

𝜕𝑥
𝜕𝑇

𝜕𝑦

. ො𝑛 d𝑙

𝜕 ത𝑇𝑖,𝑗

𝜕𝑡
+

1

𝐴𝑖,𝑗
ර
𝜕𝐴𝑖,𝑗

𝑢𝑇
𝑣𝑇

. ො𝑛 d𝑙 −
1

Re. Pr

1

𝐴𝑖,𝑗
ර
𝜕𝐴𝑖,𝑗

𝜕𝑇

𝜕𝑥
𝜕𝑇

𝜕𝑦

. ො𝑛 d𝑙 − ҧ𝑆𝑖,𝑗 = 0
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حجم محدودمعادله انرژی

𝑖, 𝑗

𝑖, 𝑗 − 1

𝑖, 𝑗 + 1

𝑖 + 1, 𝑗𝑖 − 1, 𝑗

Δ𝑥

Δ𝑦

8

𝑖 +
1

2
𝑖 −

1

2

𝑗 −
1

2

𝑗 +
1

2

𝑒

𝑠

𝑛

𝑤

ර
𝜕𝐴𝑖,𝑗

𝑉𝑇 . ො𝑛 d𝑙 =

න
𝑠

𝑉𝑇 ቚ
𝑠
. − Ƹ𝑗 d𝑥 +න

𝑒

𝑉𝑇 ቚ
𝑒
. Ƹ𝑖 d𝑦

+න
𝑛

𝑉𝑇 ቚ
𝑛
. Ƹ𝑗 (−d𝑥) +න

𝑤

𝑉𝑇 ቚ
𝑤
. − Ƹ𝑖 (−d𝑦) =

න
𝑥
𝑖−
1
2

𝑥
𝑖+
1
2 𝑢𝑇

𝑣𝑇 𝑠
.
0
−1

d𝑥 +න
𝑦
𝑗−

1
2

𝑦
𝑗+

1
2 𝑢𝑇

𝑣𝑇 𝑒
.
1
0

d𝑦

+න
𝑥
𝑖+
1
2

𝑥
𝑖−
1
2 𝑢𝑇

𝑣𝑇 𝑛
.
0
1

(−d𝑥) +න
𝑦
𝑗+

1
2

𝑦
𝑗−

1
2 𝑢𝑇

𝑣𝑇 𝑤
.
−1
0

(−d𝑦) =
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−න
𝑥
𝑖−
1
2

𝑥
𝑖+
1
2 𝑣𝑇 ቚ

𝑠
d𝑥

න
𝑥
𝑖−
1
2

𝑥
𝑖+
1
2 𝑢𝑇

𝑣𝑇 𝑠
.
0
−1

d𝑥 +න
𝑦
𝑗−

1
2

𝑦
𝑗+

1
2 𝑢𝑇

𝑣𝑇 𝑒
.
1
0

d𝑦 +න
𝑥
𝑖+
1
2

𝑥
𝑖−
1
2 𝑢𝑇

𝑣𝑇 𝑛
.
0
1

(−d𝑥) +න
𝑦
𝑗+

1
2

𝑦
𝑗−

1
2 𝑢𝑇

𝑣𝑇 𝑤
.
−1
0

(−d𝑦) =

𝑣𝑇 ቚ
𝑠
= 𝑣𝑇(𝑥, 𝑦) ቚ

𝑦=𝑦
𝑗−

1
2

𝑣𝑇 ቚ
𝑠
:

+න
𝑦
𝑗−

1
2

𝑦
𝑗−

1
2 𝑢𝑇 ቚ

𝑒
d𝑦 +න

𝑥
𝑖−
1
2

𝑥
𝑖+
1
2 𝑣𝑇 ቚ

𝑛
d𝑥 −න

𝑦
𝑗−

1
2

𝑦
𝑗−

1
2 𝑢𝑇 ቚ

𝑤
d𝑦

= 𝑣𝑇(𝑥, 𝑦) ቚ
𝑥=𝑥𝑖,𝑦=𝑦𝑗−12

+
𝜕

𝜕𝑥
𝑣𝑇(𝑥, 𝑦) ቚ

𝑥=𝑥𝑖,𝑦=𝑦𝑗−12

𝑥 − 𝑥𝑖 +⋯

ර
𝜕𝐴𝑖,𝑗

V𝑇 . ො𝑛 d𝑙 ≈ −න
𝑥
𝑖−
1
2

𝑥
𝑖+
1
2 𝑣𝑇 ቚ

𝑥=𝑥𝑖,𝑦=𝑦𝑗−12

d𝑥 + න
𝑦
𝑗−

1
2

𝑦
𝑗−

1
2 𝑢𝑇 ቚ

𝑒,𝑐
d𝑦 + න

𝑥
𝑖−
1
2

𝑥
𝑖+
1
2 𝑣𝑇 ቚ

𝑛,𝑐
d𝑥 − න

𝑦
𝑗−

1
2

𝑦
𝑗−

1
2 𝑢𝑇 ቚ

𝑤,𝑐
d𝑦
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ර
𝜕𝐴𝑖,𝑗

V𝑇. ො𝑛 d𝑙 ≈ −𝑣𝑇 ቚ
𝑠,𝑐
Δ𝑥 + 𝑢𝑇 ቚ

𝑒,𝑐
Δ𝑦 + 𝑣𝑇 ቚ

𝑛,𝑐
Δ𝑥 − 𝑢𝑇 ቚ

𝑤,𝑐
Δ𝑦

𝐴𝑖,𝑗 = Δ𝑥Δ𝑦

1

𝐴𝑖,𝑗
ර
𝜕𝐴𝑖,𝑗

𝑢𝑇
𝑣𝑇

. ො𝑛 d𝑙 =
𝑢𝑒𝑇𝑒 − 𝑢𝑤𝑇𝑤

Δ𝑥
+
𝑣𝑛𝑇𝑛 − 𝑣𝑠𝑇𝑠

Δ𝑦

1

𝐴𝑖,𝑗
ර
𝜕𝐴𝑖,𝑗

𝜕𝑇

𝜕𝑥
𝜕𝑇

𝜕𝑦

. ො𝑛 d𝑙 =

𝜕𝑇
𝜕𝑥 𝑒

−
𝜕𝑇
𝜕𝑥 𝑤

Δ𝑥
+

𝜕𝑇
𝜕𝑦 𝑛

−
𝜕𝑇
𝜕𝑦 𝑠

Δ𝑦

𝑖, 𝑗

𝑖, 𝑗 − 1

𝑖, 𝑗 + 1

𝑖 + 1, 𝑗𝑖 − 1, 𝑗

Δ𝑥

Δ𝑦

8

𝑖 +
1

2
𝑖 −

1

2

𝑗 −
1

2

𝑗 +
1

2

𝑒

𝑠

𝑛

𝑤

𝜕ത𝑇𝑖,𝑗

𝜕𝑡
+
𝑢𝑒𝑇𝑒 − 𝑢𝑤𝑇𝑤

Δ𝑥
+
𝑣𝑛𝑇𝑛 − 𝑣𝑠𝑇𝑠

Δ𝑦
−

1

Re. Pr

𝜕𝑇
𝜕𝑥 𝑒

−
𝜕𝑇
𝜕𝑥 𝑤

Δ𝑥
+

𝜕𝑇
𝜕𝑦 𝑛

−
𝜕𝑇
𝜕𝑦 𝑠

Δ𝑦
− 𝑆𝑖,𝑗 = 0
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حجم محدودمعادله انرژی

𝜕𝑇

𝜕𝑦
ቚ
𝑠,𝑐

=
ത𝑇𝑖,𝑗 − ത𝑇𝑖,𝑗−1

Δ𝑦
+ 𝑂(Δ𝑦2)

𝜕𝑇

𝜕𝑥
ቚ
𝑒,𝑐

=
ത𝑇𝑖+1,𝑗 − ത𝑇𝑖,𝑗

Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2)

𝜕𝑇

𝜕𝑦
ቚ
𝑛,𝑐

=
ത𝑇𝑖,𝑗+1 − ത𝑇𝑖,𝑗

Δ𝑦
+ 𝑂(Δ𝑦2)

𝜕𝑇

𝜕𝑥
ቚ
𝑤,𝑐

=
ത𝑇𝑖,𝑗 − ത𝑇𝑖−1,𝑗

Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2)

جمیبیان شارها بر حسب مقادیر میانگین ح

شارهای پخشی به صورت مرکزی

𝑖, 𝑗

𝑖, 𝑗 − 1

𝑖 + 1, 𝑗𝑖 − 1, 𝑗

Δ𝑥

Δ𝑦

8

𝑖

𝑠
𝑒

𝑛
𝑤
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حجم محدودمعادله انرژی

𝑇 ቚ
𝑒,𝑐

=
3ത𝑇𝑖,𝑗 − ത𝑇𝑖−1,𝑗

Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2)

جمیبیان شارها بر حسب مقادیر میانگین ح

𝑖, 𝑗

𝑖, 𝑗 − 1

𝑖 + 1, 𝑗𝑖 − 1, 𝑗

Δ𝑥

Δ𝑦

8

𝑗

𝑠
𝑒

𝑛
𝑤

وبادسو مرتبه دupwindشارهای جابجایی به صورت مرکزی یا 

𝑇 ቚ
𝑒,𝑐

=
ത𝑇𝑖,𝑗 + ത𝑇𝑖+1,𝑗

Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2) مرکزی

(.د پکلهعد)در صورتی که پخش نسبت به جابجایی خیلی کوچگ نباشد 

.دقت کرد𝑉.𝑛در هر سلول باید به جهت سرعت یا 
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حجم محدودمعادله انرژی

𝑇.در صورتی که عدد رینولدز خیلی بزرگ نباشد ቚ
𝑠,𝑐

=
ത𝑇𝑖,𝑗 + ത𝑇𝑖,𝑗−1

2
+ 𝑂(Δ𝑦2)

𝑇 ቚ
𝑒,𝑐

=
ത𝑇𝑖+1,𝑗 + ത𝑇𝑖,𝑗

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)

𝑇 ቚ
𝑛,𝑐

=
ത𝑇𝑖,𝑗+1 + ത𝑇𝑖,𝑗

2
+ 𝑂(Δ𝑦2)

𝑇 ቚ
𝑤,𝑐

=
ത𝑇𝑖,𝑗 + ത𝑇𝑖−1,𝑗

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)

𝑖, 𝑗

𝑖, 𝑗 − 1

𝑖, 𝑗 + 1

𝑖 + 1, 𝑗𝑖 − 1, 𝑗

Δ𝑥

Δ𝑦

8

𝑖 +
1

2
𝑖 −

1

2

𝑗 −
1

2

𝑗 +
1

2

𝑒

𝑠

𝑛

𝑤

dത𝑇𝑖,𝑗

d𝑡
+
𝑢𝑒 ത𝑇𝑖,𝑗 + ത𝑇𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑤 ത𝑇𝑖−1,𝑗 + ത𝑇𝑖,𝑗

2Δ𝑥
+
𝑣𝑛 ത𝑇𝑖,𝑗 + ത𝑇𝑖,𝑗+1 − 𝑣𝑠 ത𝑇𝑖,𝑗−1 + ത𝑇𝑖,𝑗

2Δ𝑦

−
1

Re. Pr

ത𝑇𝑖−1,𝑗 − 2ത𝑇𝑖,𝑗 + ത𝑇𝑖+1,𝑗

Δ𝑥2
+
ത𝑇𝑖,𝑗−1 − 2ത𝑇𝑖,𝑗 + ത𝑇𝑖,𝑗+1

Δ𝑦2
− 𝑆𝑖,𝑗 = 0 صورت نیمه گسسته

𝑢𝑒 =
ത𝑢𝑖,𝑗 + ത𝑢𝑖+1,𝑗

2

𝜕𝑢

𝜕𝑥
ቚ
𝑐
=
ത𝑢𝑖+1,𝑗 − ത𝑢𝑖−1,𝑗

2Δ𝑥
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dത𝑇𝑖,𝑗

d𝑡
= −

𝑢𝑒 ത𝑇𝑖,𝑗 + ത𝑇𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑤 ത𝑇𝑖−1,𝑗 + ത𝑇𝑖,𝑗

2Δ𝑥
−
𝑣𝑛 ത𝑇𝑖,𝑗 + ത𝑇𝑖,𝑗+1 − 𝑣𝑠 ത𝑇𝑖,𝑗−1 + ത𝑇𝑖,𝑗

2Δ𝑦

+
1

Re. Pr

ത𝑇𝑖−1,𝑗 − 2ത𝑇𝑖,𝑗 + ത𝑇𝑖+1,𝑗

Δ𝑥2
+
ത𝑇𝑖,𝑗−1 − 2ത𝑇𝑖,𝑗 + ത𝑇𝑖,𝑗+1

Δ𝑦2
+ 𝑆𝑖,𝑗

ത𝑇𝑖,𝑗
𝑛+1 − ത𝑇𝑖,𝑗

𝑛

Δ𝑡
= −

𝑢𝑒 ത𝑇𝑖,𝑗
𝑛 + ത𝑇𝑖+1,𝑗

𝑛 − 𝑢𝑤 ത𝑇𝑖−1,𝑗
𝑛 + ത𝑇𝑖,𝑗

𝑛

2Δ𝑥
−
𝑣𝑛 ത𝑇𝑖,𝑗

𝑛 + ത𝑇𝑖,𝑗+1
𝑛 − 𝑣𝑠 ത𝑇𝑖,𝑗−1

𝑛 + ത𝑇𝑖,𝑗
𝑛

2Δ𝑦

+
1

Re. Pr

ത𝑇𝑖−1,𝑗
𝑛 − 2ത𝑇𝑖,𝑗

𝑛 + ത𝑇𝑖+1,𝑗
𝑛

Δ𝑥2
+
ത𝑇𝑖,𝑗−1
𝑛 − 2ത𝑇𝑖,𝑗

𝑛 + ത𝑇𝑖,𝑗+1
𝑛

Δ𝑦2
+ 𝑆𝑖,𝑗

ത𝑇𝑖,𝑗
𝑛+1 − ത𝑇𝑖,𝑗

𝑛

Δ𝑡
= 𝑅𝑖,𝑗

𝑛 ത𝑇𝑖,𝑗
𝑛+1 = 𝑅𝑖,𝑗

𝑛 Δ𝑡 + ത𝑇𝑖,𝑗
𝑛 + 𝑂(Δ𝑡)
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dത𝑇𝑖,𝑗

d𝑡
=
ത𝑇𝑖,𝑗
𝑛 − ത𝑇𝑖,𝑗

𝑛−1

Δ𝑡

ത𝑇𝑖,𝑗
𝑛 − ത𝑇𝑖,𝑗

𝑛−1

Δ𝑡
= 𝑅𝑖,𝑗

𝑛 ത𝑇𝑖,𝑗
𝑛 = ത𝑇𝑖,𝑗

𝑛−1 + 𝑅𝑖,𝑗
𝑛 Δ𝑡

ത𝑇𝑖,𝑗
𝑛 = ത𝑇𝑖,𝑗

𝑛−1 + 𝛿ത𝑇𝑖,𝑗
𝑛 𝛿 ത𝑇𝑖,𝑗

𝑛 = 𝑅𝑖,𝑗
𝑛 Δ𝑡

ത𝑇𝑖,𝑗
𝑛 − ത𝑇𝑖,𝑗

𝑛−1

Δ𝑡
= −

𝑢𝑒 ത𝑇𝑖,𝑗
𝑛 + ത𝑇𝑖+1,𝑗

𝑛 − 𝑢𝑤 ത𝑇𝑖−1,𝑗
𝑛 + ത𝑇𝑖,𝑗

𝑛

2Δ𝑥
−
𝑣𝑛 ത𝑇𝑖,𝑗

𝑛 + ത𝑇𝑖,𝑗+1
𝑛 − 𝑣𝑠 ത𝑇𝑖,𝑗−1

𝑛 + ത𝑇𝑖,𝑗
𝑛

2Δ𝑦

+
1

Re. Pr

ത𝑇𝑖−1,𝑗
𝑛 − 2ത𝑇𝑖,𝑗

𝑛 + ത𝑇𝑖+1,𝑗
𝑛

Δ𝑥2
+
ത𝑇𝑖,𝑗−1
𝑛 − 2ത𝑇𝑖,𝑗

𝑛 + ത𝑇𝑖,𝑗+1
𝑛

Δ𝑦2
+ 𝑆𝑖,𝑗
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+
1

Re. Pr
൭

൱

ത𝑇𝑖−1,𝑗
𝑛−1 + 𝛿ത𝑇𝑖−1,𝑗

𝑛 − 2 ത𝑇𝑖,𝑗
𝑛−1 + 𝛿ത𝑇𝑖,𝑗

𝑛 + ത𝑇𝑖+1,𝑗
𝑛−1 + 𝛿ത𝑇𝑖+1,𝑗

𝑛

Δ𝑥2

+
ത𝑇𝑖,𝑗−1
𝑛−1 + 𝛿ത𝑇𝑖,𝑗−1

𝑛 − 2 ത𝑇𝑖,𝑗
𝑛−1 + 𝛿 ത𝑇𝑖,𝑗

𝑛 + ത𝑇𝑖,𝑗+1
𝑛−1 + 𝛿ത𝑇𝑖,𝑗+1

𝑛

Δ𝑦2
+ 𝑆𝑖,𝑗

𝛿 ത𝑇𝑖,𝑗
𝑛

Δ𝑡
= −

𝑢𝑒 ത𝑇𝑖,𝑗
𝑛−1 + 𝛿 ത𝑇𝑖,𝑗

𝑛 + ത𝑇𝑖+1,𝑗
𝑛−1 + 𝛿 ത𝑇𝑖+1,𝑗

𝑛 − 𝑢𝑤 ത𝑇𝑖−1,𝑗
𝑛−1 + 𝛿 ത𝑇𝑖−1,𝑗

𝑛 + ത𝑇𝑖,𝑗
𝑛−1 + 𝛿 ത𝑇𝑖,𝑗

𝑛

2Δ𝑥

−
𝑣𝑛 ത𝑇𝑖,𝑗

𝑛−1 + 𝛿ത𝑇𝑖,𝑗
𝑛 + ത𝑇𝑖,𝑗+1

𝑛−1 + 𝛿ത𝑇𝑖,𝑗+1
𝑛 − 𝑣𝑠 ത𝑇𝑖,𝑗−1

𝑛−1 + 𝛿ത𝑇𝑖,𝑗−1
𝑛 + ത𝑇𝑖,𝑗

𝑛−1 + 𝛿ത𝑇𝑖,𝑗
𝑛

2Δ𝑦

𝛿𝑇𝑖𝑗
𝑛 1 +

𝑢𝑒Δ𝑡

2Δ𝑥
−
𝑢𝑤Δ𝑡

2Δ𝑥
+

2Δ𝑡

Re. Pr. Δ𝑥2
+
𝑣𝑛Δ𝑡

2Δ𝑦
−
𝑣𝑠Δ𝑡

2Δ𝑦
+

2Δ𝑡

Re. Pr. Δ𝑦2

+𝛿𝑇𝑖+1,𝑗
𝑛 𝑢𝑒Δ𝑡

2Δ𝑥
−

Δ𝑡

Re. Pr. Δ𝑥2
+ 𝛿𝑇𝑖−1.𝑗

𝑛 −
𝑢𝑤Δ𝑡

2Δ𝑥
−

Δ𝑡

Re. Pr. Δ𝑥2

+𝛿𝑇𝑖,𝑗+1
𝑛 𝑣𝑛Δ𝑡

2Δ𝑦
−

Δ𝑡

Re. Pr. Δ𝑦2
+ 𝛿𝑇𝑖,𝑗−1

𝑛 −
𝑣𝑠Δ𝑡

2Δ𝑦
−

Δ𝑡

Re. Pr. Δ𝑦2
= 𝑅𝑖,𝑗

𝑛−1 × Δ𝑡
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𝛿𝑇𝑖𝑗
𝑛 1 + 𝑎𝑥Δ𝑡 + 𝑎𝑦Δ𝑡 + 𝛿𝑇𝑖+1,𝑗

𝑛 𝑏𝑥Δ𝑡 + 𝛿𝑇𝑖−1.𝑗
𝑛 𝑐𝑥Δ𝑡 + 𝛿𝑇𝑖,𝑗+1

𝑛 𝑏𝑦Δ𝑡 + 𝛿𝑇𝑖,𝑗−1
𝑛 𝑐𝑦Δ𝑡 = 𝑅𝑖,𝑗

𝑛−1 × Δ𝑡

𝑎𝑥 =
𝑢𝑒
2Δ𝑥

−
𝑢𝑤
2Δ𝑥

+
2

Re. Pr. Δ𝑥2
𝑎𝑦 =

𝑣𝑛
2Δ𝑦

−
𝑣𝑠
2Δ𝑦

+
2

Re. Pr. Δ𝑦2

𝑏𝑥 =
𝑢𝑒
2Δ𝑥

−
1

Re. Pr. Δ𝑥2

𝑐𝑥 = −
𝑢𝑤
2Δ𝑥

−
Re. Pr. Δ𝑥2

𝑏𝑦 =
𝑣𝑛
2Δ𝑦

−
1

Re. Pr. Δ𝑦2

𝑐𝑦 = −
𝑣𝑠
2Δ𝑦

−
1

Re. Pr. Δ𝑦2
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𝛿𝑇𝑖,𝑗−1
𝑛 𝑐𝑦Δ𝑡 + 𝛿𝑇𝑖−1.𝑗

𝑛 𝑐𝑥Δ𝑡 + 𝛿𝑇𝑖𝑗
𝑛 1 + 𝑎𝑥Δ𝑡 + 𝑎𝑦Δ𝑡 + 𝛿𝑇𝑖+1,𝑗

𝑛 𝑏𝑥Δ𝑡 + 𝛿𝑇𝑖,𝑗+1
𝑛 𝑏𝑦Δ𝑡 = 𝑅𝑖,𝑗

𝑛−1 × Δ𝑡

1 + 𝑎𝑥Δ𝑡 + 𝑎𝑦Δ𝑡 𝑏𝑥Δ𝑡 0 ⋯ 0 𝑏𝑦Δ𝑡 0 0 0

𝑐𝑥 1 + 𝑎𝑥Δ𝑡 + 𝑎𝑦Δ𝑡 𝑏𝑥Δ𝑡 ⋱ 0 0

0 𝑐𝑥 𝑏𝑦Δ𝑡 0

⋮ 𝑏𝑦Δ𝑡

0 ⋱ ⋱ ⋱
𝑐𝑦Δ𝑡
0 ⋱
0 0 𝑐𝑦Δ𝑡 𝑏𝑥
0 0 0 𝑐𝑦Δ𝑡 𝑐𝑥Δ𝑡 1 + 𝑎𝑥Δ𝑡 + 𝑎𝑦Δ𝑡

𝛿𝑇1,1
𝑛

𝛿𝑇2,1
𝑛

𝛿𝑇3,1
𝑛

⋮
𝛿𝑇𝑁−1,𝑀

𝑛

𝛿𝑇𝑁,𝑀
𝑛

=

𝑅1,1
𝑛−1 × Δ𝑡

𝑅2,1
𝑛−1 × Δ𝑡

𝑅3,1
𝑛−1 × Δ𝑡

⋮
𝑅𝑁−1,𝑀
𝑛−1 × Δ𝑡

𝑅𝑁,𝑀
𝑛−1 × Δ𝑡

𝐴𝑃×𝑃 × 𝛿𝑇𝑛𝑃×1 = 𝑅𝑛−1𝑃×1 × Δ𝑡 𝑃 = 𝑁 ×𝑀
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𝐴 × 𝛿𝑇𝑛 = 𝑅𝑛−1 × Δ𝑡

𝐴 = 𝐼𝑃×𝑃 + 𝐵𝑥 × Δ𝑡 + 𝐵𝑦 × Δ𝑡

𝐵𝑥 = tridaig 𝑎𝑥, 𝑏𝑥, 𝑐𝑥 𝐵𝑦 = tridaig 𝑎𝑦, 𝑏𝑦 , 𝑐𝑦

𝐵𝑥 =

𝑎𝑥 𝑏𝑥
𝑐𝑥 𝑎𝑥 𝑏𝑥

𝑐𝑥 𝑎𝑥 𝑏𝑥
⋱ ⋱ ⋱

𝑐𝑥 𝑎𝑥 𝑏𝑥
𝑐𝑥 𝑎𝑥 𝑃×𝑃

𝐵𝑦 =

𝑎𝑦 𝑏𝑦
𝑎𝑦 ⋱

𝑎𝑦 𝑏𝑦
𝑐𝑦 ⋱ ⋱ ⋱

⋱ 𝑎𝑦
𝑐𝑦 𝑎𝑦 𝑃×𝑃

𝐼 + 𝐵𝑥Δ𝑡 + 𝐵𝑦Δ𝑡 × 𝛿𝑇𝑛 = 𝑅𝑛−1 × Δ𝑡

Approximate)تقریبیفاکتورگیریروش Factorization)
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Approximate)تقریبیفاکتورگیریروش Factorization)

𝐼 + 𝐵𝑥Δ𝑡 + 𝐵𝑦Δ𝑡 = 𝐼 + 𝐵𝑥Δ𝑡 + 𝐵𝑦Δ𝑡 + 𝐵𝑥 × 𝐵𝑦 × Δ𝑡2 − 𝐵𝑥 × 𝐵𝑦 × Δ𝑡2

𝐼 + 𝐵𝑥Δ𝑡 + 𝐵𝑦Δ𝑡 ≅ 𝐼 + 𝐵𝑥Δ𝑡 × (𝐼 + 𝐵𝑦Δ𝑡)

𝐼 + 𝐵𝑥Δ𝑡 + 𝐵𝑦Δ𝑡 = 𝐼 + 𝐵𝑥Δ𝑡 + 𝐵𝑦Δ𝑡 + 𝐵𝑥 × 𝐵𝑦 × Δ𝑡2 + 𝑂 Δ𝑡2 ≅ 𝐼 + 𝐵𝑥Δ𝑡 + 𝐵𝑦Δ𝑡 + 𝐵𝑥 × 𝐵𝑦 × Δ𝑡2

𝐼 + 𝐵𝑥Δ𝑡 × (𝐼 + 𝐵𝑦Δ𝑡) × 𝛿𝑇𝑛 = 𝑅𝑛−1 × Δ𝑡 𝛿𝑇𝑛−
1
2 = (𝐼 + 𝐵𝑦Δ𝑡) × 𝛿𝑇𝑛

𝐼 + 𝐵𝑥Δ𝑡 × 𝛿𝑇𝑛−
1
2 = 𝑅𝑛−1 × Δ𝑡
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Approximate)تقریبیفاکتورگیریروش Factorization)

𝐼 + 𝑇𝑦Δ𝑡 × 𝛿𝑇𝑛 = 𝛿𝑇𝑛−
1
2

𝐼 + 𝑇𝑥Δ𝑡 × 𝛿𝑇𝑛−
1
2 = 𝑅𝑛−1 × Δ𝑡

حلروند

𝑇𝑛 = 𝑇𝑛−1 + 𝛿𝑇𝑛

𝐼 + 𝑇𝑦Δ𝑡نیستحلقابلتوماسالگوریتمبا. :چالش

حلدامنهکلدرمتناوبجهتروشازاستفاده.۱:راهکار

(مرزیرطشاعمالدرسهولت)ستونبهستونگامیکسپسشودحلردیفبهردیفگامیکابتدا.۲
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مرزیشرایط

1, 𝑗

1, 𝑗 − 1

1, 𝑗 + 1

2, 𝑗0, 𝑗

Δ𝑥

Δ𝑦𝑒

𝑠

𝑛

𝑤

𝑇 0, 𝑦, 𝑡 = 𝑇1(𝑦, 𝑡)

مجازیسلول
𝑇𝑤 ቚ

1,𝑗

𝑛
= 𝑇1(𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

ത𝑇0,𝑗
𝑛 + ത𝑇1,𝑗

𝑛

2
= 𝑇1(𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

ത𝑇0,𝑗
𝑛−1 + ത𝑇1,𝑗

𝑛−1

2
= 𝑇1(𝑦𝑗 , 𝑡𝑛−1)

ത𝑇0,𝑗
𝑛 − ത𝑇0,𝑗

𝑛−1 + ത𝑇1,𝑗
𝑛 − ത𝑇1,𝑗

𝑛−1

2
= 𝑇1 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛 − 𝑇1(𝑦𝑗 , 𝑡𝑛−1)

𝛿𝑇0,𝑗
𝑛 + 𝛿𝑇1,𝑗

𝑛

2
= 𝑇1 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛 − 𝑇1(𝑦𝑗 , 𝑡𝑛−1)

𝛿𝑇0,𝑗
𝑛 = −𝛿𝑇1,𝑗

𝑛 + 2(𝑇1 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛 − 𝑇1(𝑦𝑗 , 𝑡𝑛−1))

دیریشلهشرط

𝛿𝑇0,𝑗
𝑛 = −𝛿𝑇1,𝑗

𝑛 پایاحل



دانشگاه صنعتی شریف
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ح

2۴

ان
جری

ل 
ح

روش ضمنی اویلرمعادله انرژی

مرزیشرایط

1, 𝑗

1, 𝑗 − 1

1, 𝑗 + 1

2, 𝑗0, 𝑗

Δ𝑥

Δ𝑦𝑒

𝑠

𝑛

𝑤

𝜕𝑇

𝜕𝑥
0, 𝑦, 𝑡 = 𝑇1(𝑦, 𝑡)

مجازیسلول

ത𝑇1,𝑗
𝑛 − ത𝑇0,𝑗

𝑛

Δ𝑥
= 𝑇1(𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

ത𝑇1,𝑗
𝑛−1 − ത𝑇0,𝑗

𝑛−1

Δ𝑥
= 𝑇1(𝑦𝑗 , 𝑡𝑛−1)

ത𝑇0,𝑗
𝑛 − ത𝑇0,𝑗

𝑛−1 − ത𝑇1,𝑗
𝑛 − ത𝑇1,𝑗

𝑛−1

Δ𝑥
= 𝑇1 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛−1 − 𝑇1(𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

𝛿𝑇0,𝑗
𝑛 − 𝛿𝑇1,𝑗

𝑛

Δ𝑥
= 𝑇1 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛−1 − 𝑇1(𝑦𝑗 , 𝑡𝑛)

𝛿𝑇0,𝑗
𝑛 = 𝛿𝑇1,𝑗

𝑛 + Δ𝑥(𝑇1 𝑦𝑗 , 𝑡𝑛−1 − 𝑇1(𝑦𝑗 , 𝑡𝑛))

نیومنشرط

𝛿𝑇0,𝑗
𝑛 = 𝛿𝑇1,𝑗

𝑛 پایاحل
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ان
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ل 
ح

مثالمعادله انرژی

𝜕𝑇

𝜕𝑥
= 0

𝑇 = 1

𝑇 = 0

𝑇 = 𝑇𝑖(𝑦)

𝑇𝑖 𝑦 = 𝑦 + 3Pr. Ec. 𝑈2 1 − 1 − 2y 4 𝑢 𝑥, 𝑦 = 12𝑈𝑦 1 − 𝑦

𝑣 𝑥, 𝑦 = 0



دانشگاه صنعتی شریف
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ان
جری

ل 
ح

𝜓معادله  − 𝜔معادلات حاکم

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0

𝜌
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜇

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

𝜌
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ 𝜇

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2

𝜕𝑢∗

𝜕𝑥∗
+
𝜕𝑣∗

𝜕𝑦∗
= 0

𝜕𝑢∗

𝜕𝑡∗
+ 𝑢∗

𝜕𝑢∗

𝜕𝑥∗
+ 𝑣∗

𝜕𝑢∗

𝜕𝑦∗
= −

𝜕𝑝∗

𝜕𝑥∗
+

1

Re

𝜕2𝑢∗

𝜕𝑥∗2
+
𝜕2𝑢∗

𝜕𝑦∗2

𝜕𝑣∗

𝜕𝑡∗
+ 𝑢∗

𝜕𝑣∗

𝜕𝑥∗
+ 𝑣∗

𝜕𝑣∗

𝜕𝑦∗
= −

𝜕𝑝∗

𝜕𝑦∗
+

1

Re

𝜕2𝑣∗

𝜕𝑥∗2
+
𝜕2𝑣∗

𝜕𝑦∗2

جریان دو بعدی سیال تراکم ناپذیر

.تدر سیال تراکم ناپذیر معادله پیوستگی مستقل از فشار اس
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ان
جری

ل 
ح

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

1

Re

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑡
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑢

𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑣

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= −

𝜕2𝑝

𝜕𝑦𝜕𝑥
+

1

Re

𝜕3𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑥2
+
𝜕3𝑢

𝜕𝑦3

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+

1

Re

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑡
+
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑢

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑣

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
= −

𝜕2𝑝

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

1

Re

𝜕3𝑣

𝜕𝑥3
+

𝜕3𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦2

𝜓معادله  − 𝜔معادلات حاکم

حذف فشار از معادلات
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ان
جری

ل 
ح

𝜕

𝜕𝑡

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑢

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

1

Re

𝜕2

𝜕𝑥2
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕2

𝜕𝑦2
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑡

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑢

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

1

Re

𝜕2

𝜕𝑥2
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕2

𝜕𝑦2
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦

– Stream functionتاوایی-تابع جریان : روش اول vorticity 𝜓 − 𝜔

𝜓معادله  − 𝜔معادلات حاکم
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ان
جری

ل 
ح

𝜔 = ∇ × 𝑉 =

𝑖 𝑗 𝑘
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑢 𝑣 𝑤

=

𝑖 𝑗 𝑘
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦
0

𝑢 𝑣 0

=
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑘

𝑥

𝑦

𝑥

𝑦

𝜃
𝑥

𝑦

𝜑

𝑥

𝑦

𝛼

𝛽

= +→

𝜃 =
𝛼 − 𝛽

2
𝜑 =

𝛼 + 𝛽

2

دوران شیتغییر شکل بر

ሶ𝜃 =
1

2

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦

(چرخش)تاوایی 

𝜓معادله  − 𝜔معادلات حاکم

𝜔 = 2 ሶ𝜃



دانشگاه صنعتی شریف
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ح

3۰

ان
جری

ل 
ح

تابع جریان

𝜓 = 𝜓1

𝜓 = 𝜓2

𝑄𝑝 =
𝑄𝑣

width
= Δ𝜓

𝑢 =
𝜕𝜓

𝜕𝑦

𝑣 = −
𝜕𝜓

𝜕𝑥

d𝜓 =
𝜕𝜓

𝜕𝑥
d𝑥 +

𝜕𝜓

𝜕𝑦
dy = 0

d𝑦

d𝑥
=
−
𝜕𝜓
𝜕𝑥
𝜕𝜓
𝜕𝑦

=
𝑣

𝑢

𝜓معادله  − 𝜔معادلات حاکم

خطوط جریان
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3۱

ان
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∇ ⋅ 𝑉 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝜓

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑦
−
𝜕𝜓

𝜕𝑥
= 0

𝜕

𝜕𝑡

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑢

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

1

Re

𝜕2

𝜕𝑥2
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕2

𝜕𝑦2
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝜔

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝜔

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝜔

𝜕𝑦
=

1

Re

𝜕2𝜔

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜔

𝜕𝑦2

𝜕𝜔

𝜕𝑡
+
𝜕𝜓

𝜕𝑦

𝜕𝜔

𝜕𝑥
−
𝜕𝜓

𝜕𝑥

𝜕𝜔

𝜕𝑦
=

1

Re

𝜕2𝜔

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜔

𝜕𝑦2
(تفاضل محدود)معادله اول 

𝜓معادله  − 𝜔معادلات حاکم

معادله مستقل از فشار
همواره برقرار

𝑢 =
𝜕𝜓

𝜕𝑦
𝑣 = −

𝜕𝜓

𝜕𝑥
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ان
جری

ل 
ح

𝜕𝜔

𝜕𝑡
+
𝜕 𝑢𝜔

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑣𝜔)

𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑥

1

Re

𝜕𝜔

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦

1

Re

𝜕𝜔

𝜕𝑦

𝜔 =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑥
−
𝜕𝜓

𝜕𝑥
−

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝜓

𝜕𝑦

𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜓

𝜕𝑦2
= −𝜔

𝜕𝜔

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
𝜔
𝜕𝜓

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑦
−𝜔

𝜕𝜓

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑥

1

Re

𝜕𝜔

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦

1

Re

𝜕𝜔

𝜕𝑦
(حجم محدود)معادله اول 

𝜓معادله  − 𝜔معادلات حاکم

معادله دوم

معادله مستقل از فشار
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ان
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ح

𝜓معادله  − 𝜔شرایط مرزی

(Lid-driven cavity)مسئله حفره درپوش متحرک 

𝑢w = 1, 𝑣𝑤 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

𝑢 = 𝑣 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

دیواره غربی و شرقی
d𝜓 =

𝜕𝜓

𝜕𝑥
d𝑥 +

𝜕𝜓

𝜕𝑦
dy

𝑥

𝑦

𝜕𝜓

𝜕𝑦
= 𝑢

𝜕𝜓

𝜕𝑥
= −𝑣

d𝜓 = −𝑣d𝑥 + 𝑢dy = 0 𝜓 ቚ
E
= 𝜓E(const. )

𝜓 ቚ
W

= 𝜓W(const. )
0 0 0

𝜓شرط مرزی 
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3۴

ان
جری

ل 
ح

𝜓معادله  − 𝜔شرایط مرزی

(Lid-driven cavity)مسئله حفره درپوش متحرک 

𝑢w = 1, 𝑣𝑤 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

𝑢 = 𝑣 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

یدیواره شمالی و جنوب
d𝜓 =

𝜕𝜓

𝜕𝑥
d𝑥 +

𝜕𝜓

𝜕𝑦
dy

𝑥

𝑦

𝜕𝜓

𝜕𝑦
= 𝑢

𝜕𝜓

𝜕𝑥
= −𝑣

d𝜓 = −𝑣d𝑥 + 𝑢dy = 0 𝜓 ቚ
N
= 𝜓N(const. )

𝜓 ቚ
S
= 𝜓S(const. )

0 0

𝜓شرط مرزی 
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ان
جری

ل 
ح

𝜓معادله  − 𝜔شرایط مرزی

(Lid-driven cavity)مسئله حفره درپوش متحرک 

𝑢w = 1, 𝑣𝑤 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

𝑢 = 𝑣 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

𝑥

𝑦

𝜓 ቚ
NE

= 𝜓N

𝜓 ቚ
NE

= 𝜓E

ቐ𝜓N = 𝜓E

𝜓E = 𝜓S

𝜓S = 𝜓W

𝜓W = 𝜓N

𝜓N = 𝜓E = 𝜓S = 𝜓W

= 𝜓BC = 0

𝜓شرط مرزی 
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ان
جری

ل 
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𝜓معادله  − 𝜔شرایط مرزی

(Lid-driven cavity)مسئله حفره درپوش متحرک 

𝑢w = 1, 𝑣𝑤 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

𝑢 = 𝑣 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

دیواره غربی و شرقی

𝑥

𝑦

𝜔شرط مرزی 

𝜔 = −
𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
−
𝜕2𝜓

𝜕𝑦2

𝑢 = 0
𝜕2𝜓

𝜕𝑦2
=

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝜓

𝜕𝑦
=
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0

𝑣 = 0
𝜕𝑣

𝜕𝑥
≠ 0

𝜔 = −
𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
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𝜓معادله  − 𝜔شرایط مرزی

(Lid-driven cavity)مسئله حفره درپوش متحرک 

𝑢w = 1, 𝑣𝑤 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

𝑢 = 𝑣 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

یدیواره شمالی و جنوب

𝑥

𝑦

𝜔شرط مرزی 

𝜔 = −
𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
−
𝜕2𝜓

𝜕𝑦2

𝑣 = 0
𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 0

𝜔 = −
𝜕2𝜓

𝜕𝑦2

𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
=

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝜓

𝜕𝑥
= −

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 0

𝜕𝑢

𝜕𝑦
≠ 0



دانشگاه صنعتی شریف
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ح

38

ان
جری

ل 
ح

𝜓معادله  − 𝜔شرایط مرزی

(Lid-driven cavity)مسئله حفره درپوش متحرک 

𝑥

𝑦

𝜕𝜔

𝜕𝑡
= −

𝜕𝜓

𝜕𝑦

𝜕𝜔

𝜕𝑥
+
𝜕𝜓

𝜕𝑥

𝜕𝜔

𝜕𝑦
+

1

Re

𝜕2𝜔

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜔

𝜕𝑦2

𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜓

𝜕𝑦2
= −𝜔

𝜓 = 0,𝜔 = −
𝜕2𝜓

𝜕𝑦2

𝜓 = 0,𝜔 = −
𝜕2𝜓

𝜕𝑦2

𝜓 = 0,

𝜔 = −
𝜕2𝜓

𝜕𝑥2

𝜓 = 0,

𝜔 = −
𝜕2𝜓

𝜕𝑥2

𝜔شرایط اولیه =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦



دانشگاه صنعتی شریف
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ان
جری

ل 
ح

𝜓معادله  − 𝜔گسسته سازی معادلات

تفاضل محدود

𝑖, 𝑗

𝑖, 𝑗 − 1

𝑖, 𝑗 + 1

𝑖 + 1, 𝑗𝑖 − 1, 𝑗

𝜓𝑖−1,𝑗 − 2𝜓𝑖,𝑗 + 𝜓𝑖+1,𝑗

Δ𝑥2
+
𝜓𝑖,𝑗−1 − 2𝜓𝑖,𝑗 + 𝜓𝑖,𝑗+1

Δ𝑦2
= −𝜔𝑖,𝑗

d𝜔𝑖,𝑗

d𝑡
= −

𝜓𝑖,𝑗+1 − 𝜓𝑖,𝑗−1

2Δ𝑦

𝜔𝑖+1,𝑗 − 𝜔𝑖−1,𝑗

2Δ𝑥

+
𝜓𝑖+1,𝑗 − 𝜓𝑖−1,𝑗

2Δ𝑥

𝜔𝑖,𝑗+1 −𝜔𝑖,𝑗−1

2Δ𝑦

+
1

𝑅𝑒

𝜔𝑖−1,𝑗 − 2𝜔𝑖,𝑗 +𝜔𝑖+1,𝑗

Δ𝑥2
+
𝜔𝑖,𝑗−1 − 2𝜔𝑖,𝑗 + 𝜔𝑖,𝑗+1

Δ𝑦2

𝜕𝜔

𝜕𝑡
+
𝜕𝜓

𝜕𝑦

𝜕𝜔

𝜕𝑥
−
𝜕𝜓

𝜕𝑥

𝜕𝜔

𝜕𝑦
=

1

Re

𝜕2𝜔

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜔

𝜕𝑦2
𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜓

𝜕𝑦2
= −𝜔
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ان
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ح

۴۰

ان
جری

ل 
ح

𝜓معادله  − 𝜔گسسته سازی معادلات

روش صریح اویلر

𝑖, 𝑗

𝑖, 𝑗 − 1

𝑖, 𝑗 + 1

𝑖 + 1, 𝑗𝑖 − 1, 𝑗

+Δ𝑡 ൭

൱

−
𝜓𝑖,𝑗+1
𝑛 − 𝜓𝑖,𝑗−1

𝑛

2Δ𝑦

𝜔𝑖+1,𝑗
𝑛 −𝜔𝑖−1,𝑗

𝑛

2Δ𝑥

+
𝜓𝑖+1,𝑗
𝑛 − 𝜓𝑖−1,𝑗

𝑛

2Δ𝑥

𝜔𝑖,𝑗+1
𝑛 − 𝜔𝑖,𝑗−1

𝑛

2Δ𝑦

+
1

𝑅𝑒

𝜔𝑖−1,𝑗
𝑛 − 2𝜔𝑖,𝑗

𝑛 +𝜔𝑖+1,𝑗
𝑛

Δ𝑥2
+
𝜔𝑖,𝑗−1
𝑛 − 2𝜔𝑖,𝑗

𝑛 + 𝜔𝑖,𝑗+1
𝑛

Δ𝑦2

𝜓𝑖−1,𝑗
𝑛 − 2𝜓𝑖,𝑗

𝑛 + 𝜓𝑖+1,𝑗
𝑛

Δ𝑥2
+
𝜓𝑖,𝑗−1
𝑛 − 2𝜓𝑖,𝑗

𝑛 + 𝜓𝑖,𝑗+1
𝑛

Δ𝑦2
= −𝜔𝑖,𝑗

𝑛

𝜔𝑖,𝑗
𝑛+1 = 𝜔𝑖,𝑗

𝑛
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ان
جری

ل 
ح

۴۱

ان
جری

ل 
ح

𝜓معادله  − 𝜔گسسته سازی معادلات

شرایط اولیه

𝑖, 𝑗

𝑖, 𝑗 − 1

𝑖, 𝑗 + 1

𝑖 + 1, 𝑗𝑖 − 1, 𝑗

𝜔 =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜔𝑖,𝑗
𝑛 =

𝑣𝑖+1,𝑗
𝑛 − 𝑣𝑖−1,𝑗

𝑛

2Δ𝑥
−
𝑢𝑖,𝑗+1
𝑛 − 𝑢𝑖,𝑗−1

𝑛

2Δ𝑦

𝜔𝑖,𝑗
0 =

𝑣𝑖+1,𝑗
0 − 𝑣𝑖−1,𝑗

0

2Δ𝑥
−
𝑢𝑖,𝑗+1
0 − 𝑢𝑖,𝑗−1

0

2Δ𝑦
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ح

۴2

ان
جری

ل 
ح

𝜓معادله  − 𝜔گسسته سازی معادلات

شرایط مرزی

𝑖, 1

𝜓 = 0, 𝜔 = −
𝜕2𝜓

𝜕𝑦2

𝜓 = 0, 𝜔 = −
𝜕2𝜓

𝜕𝑦2

𝜓 = 0,

𝜔 = −
𝜕2𝜓

𝜕𝑥2

𝜓 = 0,

𝜔 = −
𝜕2𝜓

𝜕𝑥2

𝑖, 2

𝜓𝑖,1 = 𝜓𝑖,𝑀 = 𝜓1,𝑗 = 𝜓𝑁,𝑗 = 0

𝜓𝑖,2 = 𝜓𝑖,1 +
𝜕𝜓

𝜕𝑦
ቚ
𝑖,1
Δ𝑦 +

1

2

𝜕2𝜓

𝜕𝑦2
ቚ
𝑖,1
Δ𝑦2 مرز جنوبی

: 𝜓

: 𝜔

𝑢 = 0 −𝜔𝑖,1

𝜓𝑖,2 =
−𝜔𝑖,1

2
Δ𝑦2 𝜔𝑖,1 = −

2𝜓𝑖,2

Δ𝑦2

0

مرز شمالی
𝜓𝑖,𝑀−1 = 𝜓𝑖,𝑀 −

𝜕𝜓

𝜕𝑦
ቚ
𝑖,𝑀

Δ𝑦 +
1

2

𝜕2𝜓

𝜕𝑦2
ቚ
𝑖,𝑀

Δ𝑦2

𝑢 = 𝑢𝑤 −𝜔𝑖,𝑀

𝜓𝑖,𝑀−1 = −𝑢𝑤Δ𝑦 −
𝜔𝑖,𝑀

2
Δ𝑦2 𝜔𝑖,𝑀 = −

2𝑢𝑤
Δ𝑦

−
2𝜓𝑖,𝑀−1

Δ𝑦2

0

𝜔1,𝑗 = −
2𝜓2,𝑗

Δ𝑥2
𝜔𝑁,𝑗 = −

2𝜓𝑁−1,𝑗

Δ𝑥2
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ح

𝜓معادله  − 𝜔گسسته سازی معادلات

روند حل

شروع

دریافت شرایط مرزی و مقادیر اولیه سرعت

ر رسیدن به زمان مورد نظ
پایانگزارش نتایج؟(یا شرایط پایا) هبل

خیر

𝑡داخل میدان 𝜔محاسبه مقادیر اولیه  = 0

شبکه بندی میدان

در کل میدان𝜓محاسبه 

𝜔بدست آوردن شرایط مرزی

داخل میدان𝜔به روزرسانی 

(یازدر صورت ن)بدست آوردن میدان سرعت از تابع جریان و فشار از میدان سرعت 

𝑡 = 𝑡 + Δ𝑡 روش های مختلف مثل ژاکوبی، گوس سایدل و ...

...رویکردهای گوناگون مثل صریح، ضمنی و 
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ان
جری

ل 
ح

۴۴

ان
جری

ل 
ح

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

1

Re

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑡
+
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑢

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑣

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
= −

𝜕2𝑝

𝜕𝑥2
+

1

Re

𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
+

𝜕3𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦2

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+

1

Re

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2

𝜕2𝑣

𝜕𝑦𝜕𝑡
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑢

𝜕2𝑣

𝜕𝑦𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑣

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
= −

𝜕2𝑝

𝜕𝑦2
+

1

Re

𝜕3𝑣

𝜕𝑦𝜕𝑥2
+
𝜕3𝑣

𝜕𝑦3

𝜓معادله  − 𝜔معادلات حاکم

محاسبه فشار
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ح

۴5

ان
جری

ل 
ح

𝜕

𝜕𝑡

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
−
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑢

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦
−
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
=

−
𝜕2𝑝

𝜕𝑥2
−
𝜕2𝑝

𝜕𝑦2
+

1

Re

𝜕2

𝜕𝑥2
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕2

𝜕𝑦2
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜓معادله  − 𝜔معادلات حاکم

−
𝜕2𝑝

𝜕𝑥2
−
𝜕2𝑝

𝜕𝑦2
= 2

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕2𝑝

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑝

𝜕𝑦2
= 2

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥

محاسبه فشار
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۴6

ان
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ل 
ح

𝜓معادله  − 𝜔شرایط مرزی

(Lid-driven cavity)مسئله حفره درپوش متحرک 

𝑢w = 1, 𝑣𝑤 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

𝑢 = 𝑣 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

دیواره غربی و شرقی

𝑥

𝑦

شرط مرزی فشار

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

1

Re

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

0 0 0 0

𝜕𝑝

𝜕𝑥
=

1

Re

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝜕𝑝

𝜕𝑥
=

1

Re

𝑢2,𝑗 − 2𝑢1,𝑗 + 𝑢0,𝑗

Δ𝑥2

𝜕𝑝

𝜕𝑥
=

1

Re

−𝑢4,𝑗 + 4𝑢3,𝑗 − 5𝑢2,𝑗 + 2𝑢1,𝑗

Δ𝑥2
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ان
جری

ل 
ح

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+

1

Re

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2

۴7

ان
جری

ل 
ح

𝜓معادله  − 𝜔شرایط مرزی

(Lid-driven cavity)مسئله حفره درپوش متحرک 

𝑢w = 1, 𝑣𝑤 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

𝑢 = 𝑣 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

یدیواره شمالی و جنوب

𝑥

𝑦

شرط مرزی فشار

0 0 0 0

𝜕𝑝

𝜕𝑦
=

1

Re

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
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۴8

ان
جری

ل 
ح

𝜓معادله  − 𝜔گسسته سازی

𝜕2𝑝

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑝

𝜕𝑦2
= 2

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥

معادله فشار

𝑝𝑖−1,𝑗
𝑛 − 2𝑝𝑖,𝑗

𝑛 + 𝑝𝑖+1,𝑗
𝑛

Δ𝑥2
+
𝑝𝑖,𝑗−1
𝑛 − 2𝑝𝑖,𝑗

𝑛 + 𝑝𝑖,𝑗+1
𝑛

Δ𝑦2
=

2
𝑢𝑖+1,𝑗
𝑛 − 𝑢𝑖−1,𝑗

𝑛

2Δ𝑥

𝑣𝑖,𝑗+1
𝑛 − 𝑣𝑖,𝑗−1

𝑛

2Δ𝑦
−

𝑢𝑖,𝑗+1
𝑛 − 𝑢𝑖,𝑗−1

𝑛

2Δ𝑦

𝑣𝑖+1,𝑗
𝑛 − 𝑣𝑖−1,𝑗

𝑛

2Δ𝑥

برای اعمال شرایط مرزی حداقل فشار یک نقطه باید معلوم باشد و یا میدان فشار نسبت به یک نقطه بدست بیاید
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ح

𝑁معادله  − 𝑆معادلات حاکم

معادلات حاکم بر جریان دوبعدی در حالت پایا

𝜕(𝑢𝑣)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑣𝑣)

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+

1

Re

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2

𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

1

Re

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
𝑥 − momentum:

𝑦 − momentum:

𝜕(𝑢𝑢)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑣𝑢)

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

1

Re

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

𝜕(𝑢𝑢)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑣𝑢)

𝜕𝑦
= 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝑢
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+

1

Re

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2

continuity:
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0
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𝑁معادله  − 𝑆معادلات حاکم

𝜕𝑢𝜙

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣𝜙

𝜕𝑦
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
+ 𝑆

𝜕(𝑢𝑢)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑣𝑢)

𝜕𝑦
=

1

𝑅𝑒

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
−
𝜕𝑝

𝜕𝑥

𝜙 = 𝑢 𝑆 = −
𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝛼 =

1

𝑅𝑒

𝜕(𝑢𝑣)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑣𝑣)

𝜕𝑦
=

1

𝑅𝑒

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
−
𝜕𝑝

𝜕𝑦

𝜙 = 𝑣 𝑆 = −
𝜕𝑝

𝜕𝑦
𝛼 =

1

𝑅𝑒

پخش-معادله جابجایی 

𝑥 − momentum:

𝑦 − momentum:
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𝑁معادله  − 𝑆 (حجم محدود)گسسته سازی

𝜕𝑢𝜙

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣𝜙

𝜕𝑦
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
+ 𝑆

𝑢𝑒𝜙𝑒 − 𝑢𝑤𝜙𝑤
Δ𝑥

+
𝑣𝑛𝜙𝑛 − 𝑣𝑠𝜙𝑠

Δ𝑦
=

𝑖, 𝑗

𝑖, 𝑗 − 1

𝑖, 𝑗 + 1

𝑖 + 1, 𝑗𝑖 − 1, 𝑗

Δ𝑥

Δ𝑦

8

𝑖 +
1

2
𝑖 −

1

2

𝑗 −
1

2

𝑗 +
1

2

𝑒

𝑠

𝑛

𝑤
𝛼

ฬ
𝜕𝜙
𝜕𝑥 𝑒

− ฬ
𝜕𝜙
𝜕𝑥 𝑤

Δ𝑥
+

ฬ
𝜕𝜙
𝜕𝑦 𝑛

− ฬ
𝜕𝜙
𝜕𝑦 𝑠

Δ𝑦
+ ҧ𝑆𝑖,𝑗



دانشگاه صنعتی شریف

ان
جری

ل 
ح

52

ان
جری

ل 
ح

𝑁معادله  − 𝑆 (حجم محدود)گسسته سازی

گسسته سازی مرکزی
𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑒
=

ത𝜙𝑖+1,𝑗 − ത𝜙𝑖,𝑗

Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2)𝑢𝑒 =

ത𝑢𝑖+1,𝑗 + ത𝑢𝑖,𝑗

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)

𝜙𝑒 =
ത𝜙𝑖+1,𝑗 + ത𝜙𝑖,𝑗

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)

𝜙𝑤 =
ത𝜙𝑖,𝑗 + ത𝜙𝑖−1,𝑗

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)

𝑎𝑃 ത𝜙𝑃 + 𝑎𝐸 ത𝜙𝐸 + 𝑎𝑊 ത𝜙𝑊 + 𝑎𝑁 ത𝜙𝑁 + 𝑎𝑆 ത𝜙𝑆 = ҧ𝑆𝑃

𝑎𝑃 ത𝜙𝑃 +෍𝑎𝑁𝐵 ത𝜙𝑁𝐵 = ҧ𝑆𝑃

𝑃

𝑆

𝑁

𝐸𝑊

Δ𝑥

Δ𝑦

𝑖 +
1

2
𝑖 −

1

2

𝑗 −
1

2

𝑗 +
1

2

𝑒

𝑠

𝑛

𝑤
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𝑁معادله  − 𝑆 (حجم محدود)گسسته سازی

𝜕(𝑢𝑢)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑣𝑢)

𝜕𝑦
=

1

𝑅𝑒

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
−
𝜕𝑝

𝜕𝑥

𝜙 = 𝑢 𝑆 = −
𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝛼 =

1

𝑅𝑒

𝜕(𝑢𝑣)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑣𝑣)

𝜕𝑦
=

1

𝑅𝑒

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
−
𝜕𝑝

𝜕𝑦

𝜙 = 𝑣 𝑆 = −
𝜕𝑝

𝜕𝑦
𝛼 =

1

𝑅𝑒

𝑥 − momentum:

𝑦 − momentum:

𝑎𝑃
𝑢 ത𝑢𝑃 +෍𝑎𝑁𝐵

𝑢 ത𝑢𝑁𝐵 = ҧ𝑆𝑃
𝑢

𝑎𝑃
𝑣 ҧ𝑣𝑃 +෍𝑎𝑁𝐵

𝑣 ҧ𝑣𝑁𝐵 = ҧ𝑆𝑃
𝑣

𝑎𝑃 ത𝜙𝑃 +෍𝑎𝑁𝐵 ത𝜙𝑁𝐵 = ҧ𝑆𝑃
𝜕𝑢𝜙

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣𝜙

𝜕𝑦
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
+ 𝑆
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𝑁معادله  − 𝑆 (حجم محدود)گسسته سازی

− ҧ𝑆𝑃
𝑢 = ቤ

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑖,𝑗

=
𝑝𝑖+1,𝑗 − 𝑝𝑖−1,𝑗

2Δ𝑥
− ҧ𝑆𝑃

𝑣 = ቤ
𝜕𝑝

𝜕𝑦
𝑖,𝑗

=
𝑝𝑖,𝑗+1 − 𝑝𝑖,𝑗−1

2Δ𝑦

(گرادیان فشار)گسسته سازی چشمه 

(Checkerboard pressure field)میدان فشار صفحه شطرنجی 

𝑗

𝑗 − 1

𝑗 + 1

𝑖 𝑖 + 1𝑖 − 1
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𝑁معادله  − 𝑆 (حجم محدود)گسسته سازی

(Staggered grid)روش شبکه متناوب 

u

v

p𝑝

𝑢

𝑣

𝐽

𝐽 − 1

𝐽 + 1

𝑗

𝑗 + 1

𝑗 + 1

𝐼 𝐼 + 1𝐼 − 1

𝑖 𝑖 + 1𝑖 − 1

𝑝:

𝑝𝐼,𝐽

𝐼 = 1, 2,⋯ , 𝑁

𝐽 = 1, 2,⋯ ,𝑀

continuity:
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𝑁معادله  − 𝑆 (حجم محدود)گسسته سازی

(Staggered grid)روش شبکه متناوب 

𝑢: 𝑣:

𝑢𝑖,𝐽

𝑖 = 1, 2,⋯ ,𝑁 + 1

𝐽 = 1, 2,⋯ ,𝑀

𝑣𝐼,𝑗

𝐼 = 1, 2,⋯ , 𝑁

𝑗 = 1, 2,⋯ ,𝑀 + 1

𝑥 − momentum: 𝑦 − momentum:
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𝑁معادله  − 𝑆 (حجم محدود)گسسته سازی

ҧ𝑆𝑃
𝑢 = − ቤ

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑖,𝐽

=
−𝑝𝐼,𝐽 + 𝑝𝐼−1,𝐽

Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2)

ቤ
𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑠

=
𝑢𝑖,𝐽 − 𝑢𝑖,J−1

𝛥𝑦

𝑢𝑒 =
𝑢𝑖,𝐽 + 𝑢𝑖+1,𝐽

2
𝑢𝑤 =

𝑢𝑖−1,𝐽 + 𝑢𝑖,𝐽
2

𝑣𝑛 =
𝑣𝐼−1,𝑗+1 + 𝑣𝐼,𝑗+1

2
𝑣𝑠 =

𝑣𝐼−1,𝑗 + 𝑣𝐼,𝑗

2

ቤ
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑒

=
𝑢𝑖+1,𝐽 − 𝑢𝑖,𝐽

𝛥𝑥
ቤ

𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑤

=
𝑢𝑖,𝐽 − 𝑢𝑖−1,𝐽

𝛥𝑥

ቤ
𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑛

=
𝑢𝑖,𝐽+1 − 𝑢𝑖,𝐽

𝛥𝑦

𝑎𝑖,𝐽
𝑢 𝑢𝑖,𝐽 +෍𝑎𝑛𝐵

𝑢 𝑢𝑛𝐵 = 𝑆𝑖,𝐽
𝑢

𝑥معادله مومنتوم در راستای 

𝐽

𝐼



دانشگاه صنعتی شریف

ان
جری

ل 
ح

58

ان
جری

ل 
ح

𝑁معادله  − 𝑆 (حجم محدود)گسسته سازی

ҧ𝑆𝑃
𝑣 = − ቤ

𝜕𝑝

𝜕𝑦
𝑖,𝑗

=
−𝑝𝐼,𝐽 + 𝑝𝐼,𝐽−1

Δ𝑦
+ 𝑂(Δ𝑦2)

ቤ
𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝑠

=
𝑣𝐼,𝑗 − 𝑣𝐼,𝑗−1

𝛥𝑦

𝑢𝑒 =
𝑢𝑖+1,𝐽 + 𝑢𝑖+1,𝐽−1

2
𝑢𝑤 =

𝑢𝑖,𝐽 + 𝑢𝑖,𝐽−1
2

𝑣𝑛 =
𝑣𝐼,𝑗 + 𝑣𝐼,𝑗+1

2 𝑣𝑠 =
𝑣𝐼,𝑗 + 𝑣𝐼,𝑗−1

2

ቤ
𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑒

=
𝑣𝐼+1,𝑗 − 𝑣𝐼,𝑗

𝛥𝑥
ቤ

𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝑤

=
𝑣𝐼,𝑗 − 𝑣𝐼−1,𝑗

𝛥𝑥

ቤ
𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝑛

=
𝑣𝐼,𝑗+1 − 𝑣𝐼,𝑗

𝛥𝑦

𝑎𝐼,𝑗
𝑣 𝑣𝐼,𝑗 +෍𝑎𝑁𝑏

𝑣 𝑣𝑁𝑏 = 𝑆𝐼,𝑗
𝑣

𝑦معادله مومنتوم در راستای 

𝐽

𝐼
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𝑁معادله  − 𝑆 الگوریتم𝐒𝐈𝐌𝐏𝐋𝐄

𝑥 − momentum: 𝑦 − momentum:continuity:

فاقد فشار
𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝜕𝑝

𝜕𝑦

Semi − Implicit Method for Pressure − Linked Equation (SIMPLE)

چالش

راه حل

𝑢∗, 𝑣∗ محاسبهحدس. ۱ ←
𝑎𝑖,𝐽
𝑢 , 𝑎𝑛𝐵

𝑢

𝑎𝐼,𝑗
𝑣 𝑣𝐼,𝑗 +෍𝑎𝑁𝑏

𝑣 𝑣𝑁𝑏 =
−𝑝𝐼,𝐽 + 𝑝𝐼,𝐽−1

Δ𝑦

𝑎𝐼,𝑗
𝑣 , 𝑎𝑁𝑏

𝑣

ቐ

𝑝∗ ←حدس. ۲ (𝑝∗ = حل دستگاه(0

𝑎𝑖,𝐽
𝑢 𝑢𝑖,𝐽 +෍𝑎𝑛𝐵

𝑢 𝑢𝑛𝐵 =
−𝑝𝐼,𝐽 + 𝑝𝐼−1,𝐽

Δ𝑥
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𝑁معادله  − 𝑆 الگوریتم𝐒𝐈𝐌𝐏𝐋𝐄

𝑝 = 𝑝∗ + 𝑝′ 𝑢 = 𝑢∗ + 𝑢′ 𝑣 = 𝑣∗ + 𝑣′

𝑝′ = 𝑝 − 𝑝∗ 𝑢′ = 𝑢 − 𝑢∗ 𝑣′ = 𝑣 − 𝑣∗

𝑎𝑖,𝐽
𝑢 𝑢𝑖,𝐽 +෍𝑎𝑛𝐵

𝑢 𝑢𝑛𝐵 =
−𝑝𝐼,𝐽 + 𝑝𝐼−1,𝐽

Δ𝑥

𝑎𝑖,𝐽
𝑢 𝑢𝑖,𝐽

∗ +෍𝑎𝑛𝐵
𝑢 𝑢𝑛𝐵

∗ =
−𝑝𝐼,𝐽

∗ + 𝑝𝐼−1,𝐽
∗

Δ𝑥

𝑎𝐼,𝑗
𝑣 𝑣𝐼,𝑗 +෍𝑎𝑁𝑏

𝑢 𝑣𝑁𝑏 =
−𝑝𝐼,𝐽 + 𝑝𝐼,𝐽−1

Δ𝑦

𝑎𝐼,𝑗
𝑣 𝑣𝐼,𝑗

∗ +෍𝑎𝑁𝑏
𝑣 𝑣𝑁𝑏

∗ =
−𝑝𝐼,𝐽

∗ + 𝑝𝐼,𝐽−1
∗

Δ𝑦

𝑎𝑖,𝐽
𝑢 𝑢𝑖,𝐽

′ +෍𝑎𝑛𝐵
𝑢 𝑢𝑛𝐵

′ =
−𝑝𝐼,𝐽

′ + 𝑝𝐼−1,𝐽
′

Δ𝑥

𝑎𝐼,𝑗
𝑣 𝑣𝐼,𝑗

′ +෍𝑎𝑁𝑏
𝑣 𝑣𝑁𝑏

′ =
−𝑝𝐼,𝐽

′ + 𝑝𝐼,𝐽−1
′

Δ𝑦
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𝑁معادله  − 𝑆 الگوریتم𝐒𝐈𝐌𝐏𝐋𝐄

⋯ , ADI, SOR

محاسبهحدس. ۱ ←
𝑎𝑖,𝐽
𝑢 , 𝑎𝑛𝐵

𝑢

𝑎𝐼,𝑗
𝑣 , 𝑎𝑁𝑏

𝑢

ቐ

𝑝∗ ←حدس. ۲ (𝑝∗ = بروز رسانی(0

؟؟؟′𝑝محاسبه. ۳

محاسبه. ۴

𝑢∗, 𝑣∗

𝑢′, 𝑣′

𝑝حل کامل مشخصات جریان. ۵ = 𝑝∗ + 𝑝′

𝑢 = 𝑢∗ + 𝑢′

𝑣 = 𝑣∗ + 𝑣′

با استفاده از روش های  𝑢∗, 𝑣∗
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𝑁معادله  − 𝑆 الگوریتم𝐒𝐈𝐌𝐏𝐋𝐄

𝐽

𝐽 − 1

𝐽 + 1

𝑗

𝑗 + 1

𝐼 𝐼 + 1𝐼 − 1

𝑖 𝑖 + 1

یمعادله پیوستگ
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0

1

𝐴
න ∇. 𝑉 d𝐴 = 0

1

𝐴
න 𝑉. ො𝑛 d 𝑙 = 0

𝑢𝑒 − 𝑢𝑤
Δ𝑥

+
𝑣𝑛 − 𝑣𝑠
Δ𝑦

= 0

بدست آوردن فشار
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𝑁معادله  − 𝑆 الگوریتم𝐒𝐈𝐌𝐏𝐋𝐄

𝑢𝑖+1,𝐽بدست آوردن فشار − 𝑢𝑖,𝐽
Δ𝑥

+
𝑣𝐼,𝑗+1 − 𝑣𝐼,𝑗

Δ𝑦
= 0

𝑢𝑖,𝐽 = 𝑢𝑖,𝐽
∗ + 𝑢𝑖,𝐽

′

𝑣𝐼,𝑗 = 𝑣𝐼,𝑗
∗ + 𝑣𝐼,𝑗

′

𝑢𝑖+1,𝐽
∗ + 𝑢𝑖+1,𝐽

′ − 𝑢𝑖,𝐽
∗ + 𝑢𝑖,𝐽

′

Δ𝑥
+

𝑣𝐼,𝑗+1
∗ + 𝑣𝐼,𝑗+1

′ − 𝑣𝐼,𝑗
∗ + 𝑣𝐼,𝑗

′

Δ𝑦
= 0

𝑢𝑖+1,𝐽
′ − 𝑢𝑖,𝐽

′

Δ𝑥
+
𝑣𝐼,𝑗+1
′ − 𝑣𝐼,𝑗

′

Δ𝑦
=
𝑢𝑖+1,𝐽
∗ − 𝑢𝑖,𝐽

∗

Δ𝑥
+
𝑣𝐼,𝑗+1
∗ − 𝑣𝐼,𝑗

∗

Δ𝑦

𝑢𝑖+1,𝐽
′ − 𝑢𝑖,𝐽

′

Δ𝑥
+
𝑣𝐼,𝑗+1
′ − 𝑣𝐼,𝑗

′

Δ𝑦
= Res𝐼,𝐽
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بدست آوردن فشار
𝑢𝑖+1,𝐽
′ − 𝑢𝑖,𝐽

′

Δ𝑥
+
𝑣𝐼,𝑗+1
′ − 𝑣𝐼,𝑗

′

Δ𝑦
= Res𝐼,𝐽

𝑎𝑖,𝐽
𝑢 𝑢𝑖,𝐽

′ +෍𝑎𝑛𝐵
𝑢 𝑢𝑛𝐵

′ =
−𝑝𝐼,𝐽

′ + 𝑝𝐼−1,𝐽
′

Δ𝑥

𝑎𝐼,𝑗
𝑣 𝑣𝐼,𝑗

′ +෍𝑎𝑁𝑏
𝑢 𝑣𝑁𝑏

′ =
−𝑝𝐼,𝐽

′ + 𝑝𝐼,𝐽−1
′

Δ𝑦

0

0

→

𝑢𝑖,𝐽
′ =

−𝑝𝐼,𝐽
′ + 𝑝𝐼−1,𝐽

′

𝑎𝑖,𝐽
𝑢 Δ𝑥

𝑣𝐼,𝑗
′ =

−𝑝𝐼,𝐽
′ + 𝑝𝐼,𝐽−1

′

𝑎𝐼,𝑗
𝑣 Δ𝑦

Res𝐼,𝐽 =
𝑢𝑖+1,𝐽
∗ − 𝑢𝑖,𝐽

∗

Δ𝑥
+
𝑣𝐼,𝑗+1
∗ − 𝑣𝐼,𝑗

∗

Δ𝑦

෍𝑎𝑛𝐵
𝑢 𝑢𝑛𝐵

′ = 0

෍𝑎𝑁𝑏
𝑢 𝑣𝑁𝑏

′ = 0

SIMPLEفرض اساسی روش 
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بدست آوردن فشار
𝑢𝑖+1,𝐽
′ − 𝑢𝑖,𝐽

′

Δ𝑥
+
𝑣𝐼,𝑗+1
′ − 𝑣𝐼,𝑗

′

Δ𝑦
= Res𝐼,𝐽

−𝑝𝐼+1,𝐽
′ + 𝑝𝐼,𝐽

′

𝑎𝑖+1,𝐽
𝑢 Δ𝑥

−
−𝑝𝐼,𝐽

′ + 𝑝𝐼−1,𝐽
′

𝑎𝑖,𝐽
𝑢 Δ𝑥

Δ𝑥
+

−𝑝𝐼,𝐽+1
′ + 𝑝𝐼,𝐽

′

𝑎𝐼,𝑗+1
𝑣 Δ𝑦

−
−𝑝𝐼,𝐽

′ + 𝑝𝐼,𝐽−1
′

𝑎𝐼,𝑗
𝑣 Δ𝑦

Δ𝑦
= Res𝐼,𝐽

𝑎𝐼,𝐽
𝑝
𝑝𝐼,𝐽
′ + 𝑎𝐼+1,𝐽

𝑝
𝑝𝐼+1,𝐽
′ + 𝑎𝐼−1,𝐽

𝑝
𝑝𝐼−1,𝐽
′ + 𝑎𝐼,𝐽+1

𝑝
𝑝𝐼,𝐽+1
′ + 𝑎𝐼,𝐽−1

𝑝
𝑝𝐼,𝐽−1
′ = Res𝐼,𝐽

𝑎𝐼,𝐽
𝑝
𝑝𝐼,𝐽
′ +෍𝑎𝑁𝐵

𝑝
𝑝𝑁𝐵
′ = Res𝐼,𝐽
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𝑎𝑖,𝐽
𝑢 𝑢𝑖,𝐽

∗ +෍𝑎𝑛𝐵
𝑢 𝑢𝑛𝐵

∗ =
−𝑝𝐼,𝐽

∗ + 𝑝𝐼−1,𝐽
∗

Δ𝑥

𝑎𝐼,𝑗
𝑣 𝑣𝐼,𝑗

∗ +෍𝑎𝑁𝑏
𝑣 𝑣𝑁𝑏

∗ =
−𝑝𝐼,𝐽

∗ + 𝑝𝐼,𝐽−1
∗

Δ𝑦

Res𝐼,𝐽 =
𝑢𝑖+1,𝐽
∗ − 𝑢𝑖,𝐽

∗

Δ𝑥
+
𝑣𝐼,𝑗+1
∗ − 𝑣𝐼,𝑗

∗

Δ𝑦

𝑎𝐼,𝐽
𝑝
𝑝𝐼,𝐽
′ +෍𝑎𝑁𝐵

𝑝
𝑝𝑁𝐵
′ = Res𝐼,𝐽

شروعروند حل

∗𝑣و ∗𝑢حدس مقادیر 

𝑅𝑒𝑠 2 ≤ 𝜖پایانگزارش نتایج
هبل

خیر

∗𝑣و ∗𝑢به روزرسانی 

𝑎𝑣و 𝑎𝑢محاسبه 

Resمحاسبه 
𝑢∗ = 𝑢

∗𝑝حدس 

′𝑝محاسبه 

𝑝و 𝑣و 𝑢به روزرسانی 

𝑣∗ = 𝑣

𝑝∗ = 𝑝

𝑝 = 𝑝∗ + 𝑝′

𝑢 = 𝑢∗ + 𝑢′

𝑣 = 𝑣∗ + 𝑣′

𝑢𝑖,𝐽
′ =

−𝑝𝐼,𝐽
′ + 𝑝𝐼−1,𝐽

′

𝑎𝑖,𝐽
𝑢 Δ𝑥

𝑣𝐼,𝑗
′ =

−𝑝𝐼,𝐽
′ + 𝑝𝐼,𝐽−1

′

𝑎𝐼,𝑗
𝑣 Δ𝑦
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شروعافزایش سرعت حل

∗𝑣و ∗𝑢حدس مقادیر 

𝑅𝑒𝑠 2 ≤ 𝜖پایانگزارش نتایج
هبل

خیر

∗𝑣و ∗𝑢به روزرسانی 

𝑎𝑣و 𝑎𝑢محاسبه 

Resمحاسبه 
𝑢∗ = 𝑢

∗𝑝حدس 

′𝑝محاسبه 

𝑝و 𝑣و 𝑢به روزرسانی 

𝑣∗ = 𝑣

𝑝∗ = 𝑝

𝑢𝑖,𝐽
∗ = −

σ𝑎𝑛𝐵
𝑢 𝑢𝑛𝐵

∗

𝑎𝑖,𝐽
𝑢 +

−𝑝𝐼,𝐽
∗ + 𝑝𝐼−1,𝐽

∗

𝑎𝑖,𝐽
𝑢 Δ𝑥

𝑣𝐼,𝑗
∗ = −

σ𝑎𝑁𝑏
𝑢 𝑣𝑁𝑏

∗

𝑎𝐼,𝑗
𝑣 +

−𝑝𝐼,𝐽
∗ + 𝑝𝐼,𝐽−1

∗

𝑎𝐼,𝑗
𝑣 Δ𝑦

Res𝐼,𝐽 =
𝑢𝑖+1,𝐽
∗ − 𝑢𝑖,𝐽

∗

Δ𝑥
+
𝑣𝐼,𝑗+1
∗ − 𝑣𝐼,𝑗

∗

Δ𝑦

𝑝𝐼,𝐽
′ = −

σ𝑎𝑁𝐵
𝑝
𝑝𝑁𝐵
′ + Res𝐼,𝐽

𝑎𝐼,𝐽
𝑝

𝑝 = 𝑝∗ + 𝑝′

𝑢 = 𝑢∗ + 𝑢′

𝑣 = 𝑣∗ + 𝑣′

و همچنین ∗𝑣و ∗𝑢نیازی به محاسبه دقیق مقادیر 

𝑝∗تدر هر مرحله نیست و یک یا چند گام کافی اس.

𝑢𝑖,𝐽
′ =

−𝑝𝐼,𝐽
′ + 𝑝𝐼−1,𝐽

′

𝑎𝑖,𝐽
𝑢 Δ𝑥

𝑣𝐼,𝑗
′ =

−𝑝𝐼,𝐽
′ + 𝑝𝐼,𝐽−1

′

𝑎𝐼,𝑗
𝑣 Δ𝑦
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شروعافزایش پایداری

∗𝑣و ∗𝑢حدس مقادیر 

𝑅𝑒𝑠 2 ≤ 𝜖پایانگزارش نتایج
هبل

خیر

∗𝑣و ∗𝑢به روزرسانی 

𝑎𝑣و 𝑎𝑢محاسبه 

Resمحاسبه 
𝑢∗ = 𝑢

∗𝑝حدس 

′𝑝محاسبه 

𝑝و 𝑣و 𝑢به روزرسانی 

𝑣∗ = 𝑣

𝑝∗ = 𝑝

Under − relaxation factor URF

0 ≤ 𝛼 ≤ 1

𝑝 = 𝑝∗ + 𝛼𝑝𝑝′
𝑢𝑘+1 = 𝛼𝑢 𝑢∗ + 𝑢′ + 1 − 𝛼𝑢 𝑢𝑘

𝑣𝑘+1 = 𝛼𝑣 𝑣∗ + 𝑣′ + 1 − 𝛼𝑣 𝑣𝑘

𝑢𝑖,𝐽
∗ = −

σ𝑎𝑛𝐵
𝑢 𝑢𝑛𝐵

∗

𝑎𝑖,𝐽
𝑢 +

−𝑝𝐼,𝐽
∗ + 𝑝𝐼−1,𝐽

∗

𝑎𝑖,𝐽
𝑢 Δ𝑥

𝑣𝐼,𝑗
∗ = −

σ𝑎𝑁𝑏
𝑢 𝑣𝑁𝑏

∗

𝑎𝐼,𝑗
𝑣 +

−𝑝𝐼,𝐽
∗ + 𝑝𝐼,𝐽−1

∗

𝑎𝐼,𝑗
𝑣 Δ𝑦

Res𝐼,𝐽 =
𝑢𝑖+1,𝐽
∗ − 𝑢𝑖,𝐽

∗

Δ𝑥
+
𝑣𝐼,𝑗+1
∗ − 𝑣𝐼,𝑗

∗

Δ𝑦

𝑝𝐼,𝐽
′ = −

σ𝑎𝑁𝐵
𝑝
𝑝𝑁𝐵
′ + Res𝐼,𝐽

𝑎𝐼,𝐽
𝑝
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شروعافزایش سرعت همگرایی

∗𝑣و ∗𝑢حدس مقادیر 

𝑅𝑒𝑠 2 ≤ 𝜖پایانگزارش نتایج
هبل

خیر

∗𝑣و ∗𝑢به روزرسانی 

𝑎𝑣و 𝑎𝑢محاسبه 

Resمحاسبه 
𝑢∗ = 𝑢

∗𝑝حدس 

′𝑝محاسبه 

𝑝و 𝑣و 𝑢به روزرسانی 

𝑣∗ = 𝑣

𝑝∗ = 𝑝

𝑝 = 𝑝∗ + 𝛼𝑝𝑝′
𝑢𝑘+1 = 𝛼𝑢 𝑢∗ + 𝑢′ + 1 − 𝛼𝑢 𝑢𝑘

𝑣𝑘+1 = 𝛼𝑣 𝑣∗ + 𝑣′ + 1 − 𝛼𝑣 𝑣𝑘

𝑢𝑖,𝐽
∗ = −

σ𝑎𝑛𝐵
𝑢 𝑢𝑛𝐵

∗

𝑎𝑖,𝐽
𝑢 +

−𝑝𝐼,𝐽
∗ + 𝑝𝐼−1,𝐽

∗

𝑎𝑖,𝐽
𝑢 Δ𝑥

𝑣𝐼,𝑗
∗ = −

σ𝑎𝑁𝑏
𝑢 𝑣𝑁𝑏

∗

𝑎𝐼,𝑗
𝑣 +

−𝑝𝐼,𝐽
∗ + 𝑝𝐼,𝐽−1

∗

𝑎𝐼,𝑗
𝑣 Δ𝑦

Res𝐼,𝐽 =
𝑢𝑖+1,𝐽
∗ − 𝑢𝑖,𝐽

∗

Δ𝑥
+
𝑣𝐼,𝑗+1
∗ − 𝑣𝐼,𝑗

∗

Δ𝑦

𝑝𝐼,𝐽
′ = −

σ𝑎𝑁𝐵
𝑝
𝑝𝑁𝐵
′ + Res𝐼,𝐽

𝑎𝐼,𝐽
𝑝

൝
𝑢𝑛𝐵
′ = −𝑢𝑖,𝐽

′

𝑣𝑁𝑏
′ = −𝑣𝐼,𝑗

′ →

𝑢𝑖,𝐽
′ =

−𝑝𝐼,𝐽
′ + 𝑝𝐼−1,𝐽

′

𝑎𝑖,𝐽
𝑢 − σ𝑎𝑛𝐵

𝑢 Δ𝑥

𝑣𝐼,𝑗
′ =

−𝑝𝐼,𝐽
′ + 𝑝𝐼,𝐽−1

′

𝑎𝐼,𝑗
𝑣 − σ𝑎𝑁𝑏

𝑢 Δ𝑦
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شروعافزایش سرعت همگرایی

∗𝑣و ∗𝑢حدس مقادیر 

𝑅𝑒𝑠 2 ≤ 𝜖پایانگزارش نتایج
هبل

خیر

ො𝑣و ො𝑢به روزرسانی 

𝑎𝑣و 𝑎𝑢محاسبه 

Resمحاسبه 
𝑢∗ = 𝑢

𝑝محاسبه 

𝑝و 𝑣و 𝑢به روزرسانی 

𝑣∗ = 𝑣

𝑝∗ = 𝑝

𝑢𝑘+1 = 𝛼𝑢 𝑢∗ + 𝑢′ + 1 − 𝛼𝑢 𝑢𝑘

𝑣𝑘+1 = 𝛼𝑣 𝑣∗ + 𝑣′ + 1 − 𝛼𝑣 𝑣𝑘

𝑢𝑖,𝐽
∗ = −

σ𝑎𝑛𝐵
𝑢 𝑢𝑛𝐵

∗

𝑎𝑖,𝐽
𝑢 +

−𝑝𝐼,𝐽
∗ + 𝑝𝐼−1,𝐽

∗

𝑎𝑖,𝐽
𝑢 Δ𝑥

𝑣𝐼,𝑗
∗ = −

σ𝑎𝑁𝑏
𝑢 𝑣𝑁𝑏

∗

𝑎𝐼,𝑗
𝑣 +

−𝑝𝐼,𝐽
∗ + 𝑝𝐼,𝐽−1

∗

𝑎𝐼,𝑗
𝑣 Δ𝑦

Res𝐼,𝐽 =
ො𝑢𝑖+1,𝐽 − ො𝑢𝑖,𝐽

Δ𝑥
+
ො𝑣𝐼,𝑗+1 − ො𝑣𝐼,𝑗

Δ𝑦

𝑝𝐼,𝐽 = −
σ𝑎𝑁𝐵𝑝𝑁𝐵

′ + Res𝐼,𝐽

𝑎𝐼,𝐽

ො𝑢𝑖,𝐽 = −
σ𝑎𝑛𝐵

𝑢 𝑢𝑛𝐵
𝑎𝑖,𝐽
𝑢

ො𝑣𝐼,𝑗 = −
σ𝑎𝑁𝑏

𝑢 𝑣𝑁𝑏
𝑎𝐼,𝑗
𝑣

𝑢𝑖,𝐽 = ො𝑢𝑖,𝐽 +
−𝑝𝐼,𝐽 + 𝑝𝐼−1,𝐽

𝑎𝑖,𝐽
𝑢 Δ𝑥

𝑣𝐼,𝑗 = ො𝑣𝐼,𝑗 +
−𝑝𝐼,𝐽 + 𝑝𝐼,𝐽−1

𝑎𝐼,𝑗
𝑣 Δ𝑦
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𝑁معادله  − 𝑆مش جابجا شده

شرایط مرزی سرعت

𝑢 = 𝑢𝑤, 𝑣 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

𝑢 = 𝑣 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

𝑥

𝑦

:دیواره شرقی و غربی
𝑢 = 0

𝑣0,𝑗 + 𝑣1,𝑗

2
= 0

𝑣𝑁,𝑗 + 𝑣𝑁+1,𝑗

2
= 0
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𝑁معادله  − 𝑆مش جابجا شده

شرایط مرزی فشار

𝑢 = 𝑢𝑤, 𝑣 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

𝑢 = 𝑣 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

:دیواره غربی
𝑎𝐼,𝐽
𝑝
𝑝𝐼,𝐽
′ +෍𝑎𝑁𝐵

𝑝
𝑝𝑁𝐵
′ = Res𝐼,𝐽

𝑢𝑖+1,𝐽 − 𝑢𝑖,𝐽
Δ𝑥

+
𝑣𝐼,𝑗+1 − 𝑣𝐼,𝑗

Δ𝑦
= 0

𝑢𝑖+1,𝐽
∗ + 𝑢𝑖+1,𝐽

′ − 0

Δ𝑥
+

𝑣𝐼,𝑗+1
∗ + 𝑣𝐼,𝑗+1

′ − 𝑣𝐼,𝑗
∗ + 𝑣𝐼,𝑗

′

Δ𝑦
= 0

𝑢𝑖,𝐽
′ =

−𝑝𝐼,𝐽
′ + 𝑝𝐼−1,𝐽

′

𝑎𝑖,𝐽
𝑢 Δ𝑥

𝑣𝐼,𝑗
′ =

−𝑝𝐼,𝐽
′ + 𝑝𝐼,𝐽−1

′

𝑎𝐼,𝑗
𝑣 Δ𝑦

𝑎𝐼,𝐽
𝑝
𝑝𝐼,𝐽
′ + 𝑎𝐼+1,𝐽

𝑝
𝑝𝐼+1,𝐽
′ + 𝑎𝐼,𝐽+1

𝑝
𝑝𝐼,𝐽+1
′ + 𝑎𝐼,𝐽−1

𝑝
𝑝𝐼,𝐽−1
′ = Res𝐼,𝐽

𝑎0,𝐽
𝑝

= 𝑎𝑁+1,𝐽
𝑝

= 0 :دیواره شرقی و غربی
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ح

𝑁معادله  − 𝑆مش جابجا شده

شرایط مرزی

𝑢 = 𝑢𝑤, 𝑣 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

𝑢 = 𝑣 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

𝑥

𝑦

:دیواره شمالی و جنوبی
𝑣 = 0

𝑢𝑖,0 + 𝑢𝑖,1
2

= 0

𝑢𝑖,𝑀 + 𝑣𝑖,𝑀+1

2
= 𝑢𝑤

𝑎𝐼,0
𝑝

= 𝑎𝐼,𝑀+1
𝑝

= 0
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ح

𝑁معادله  − 𝑆مش جابجا شده

شرایط مرزی

𝑢𝑖,𝐽 = 𝑢inlet ቚ
𝑥=0,𝑦=𝑦𝐽

𝑣0,𝑗 + 𝑣1,𝑗

2
= 0

𝑎0,𝐽
𝑝

= 0

𝑝𝑁,𝐽
′ = 0

𝑢��:توسعه یافته

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 0

بلیبدست آوردن سرعت از دو سلول ق: توسعه نیافته
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𝑁معادله  − 𝑆 حجم محدود روی شبکه یکسان(Collocated grid)

𝜕𝑢𝜙

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣𝜙

𝜕𝑦
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
+ 𝑆

𝑢𝑒𝜙𝑒 − 𝑢𝑤𝜙𝑤
Δ𝑥

+
𝑣𝑛𝜙𝑛 − 𝑣𝑠𝜙𝑠

Δ𝑦
=

𝑖, 𝑗

𝑖, 𝑗 − 1

𝑖, 𝑗 + 1

𝑖 + 1, 𝑗𝑖 − 1, 𝑗

Δ𝑥

Δ𝑦

8

𝑖 +
1

2
𝑖 −

1

2

𝑗 −
1

2

𝑗 +
1

2

𝑒

𝑠

𝑛

𝑤

𝛼

ฬ
𝜕𝜙
𝜕𝑥 𝑒

− ฬ
𝜕𝜙
𝜕𝑥 𝑤

Δ𝑥
+

ฬ
𝜕𝜙
𝜕𝑦 𝑛

− ฬ
𝜕𝜙
𝜕𝑦 𝑛

Δ𝑦
+ ҧ𝑆𝑖,𝑗

𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑒
=

ത𝜙𝑖+1,𝑗 − ത𝜙𝑖,𝑗

Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2)

𝑢𝑒 =
ത𝑢𝑖+1,𝑗 + ത𝑢𝑖,𝑗

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)

𝜙𝑒 =
ത𝜙𝑖+1,𝑗 + ത𝜙𝑖,𝑗

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)

𝜙𝑤 =
ത𝜙𝑖,𝑗 + ത𝜙𝑖−1,𝑗

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)
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𝑁معادله  − 𝑆حجم محدود روی شبکه یکسان

𝑎𝑃گسسته سازی مرکزی ത𝜙𝑃 + 𝑎𝐸 ത𝜙𝐸 + 𝑎𝑊 ത𝜙𝑊 + 𝑎𝑁 ത𝜙𝑁 + 𝑎𝑆 ത𝜙𝑆 = ҧ𝑆𝑃 𝑎𝑃 ത𝜙𝑃 +෍𝑎𝑁𝐵 ത𝜙𝑁𝐵 = ҧ𝑆𝑃

𝑃

𝑆

𝑁

𝐸𝑊

Δ𝑥

Δ𝑦

𝑖 +
1

2
𝑖 −

1

2

𝑗 −
1

2

𝑗 +
1

2

𝑒

𝑠

𝑛

𝑤

𝑎𝐸 =
𝑢𝑒
2Δ𝑥

−
1

𝑅𝑒Δ𝑥2

𝑎𝑊 =
−𝑢𝑤
2Δ𝑥

−
1

𝑅𝑒Δ𝑥2

𝑎𝑁 =
𝑣𝑛
2Δ𝑦

−
1

𝑅𝑒Δ𝑦2

𝑎𝑆 =
−𝑣𝑠
2Δ𝑦

−
1

𝑅𝑒Δ𝑦2

𝑎𝑃 =
𝑢𝑒 −𝑢𝑤
2Δ𝑥

+
𝑣𝑛 − 𝑣𝑠
2Δ𝑦

+
2

𝑅𝑒Δ𝑥2
+

2

𝑅𝑒Δ𝑦2
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𝑁معادله  − 𝑆حجم محدود روی شبکه یکسان

𝜕(𝑢𝑢)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑣𝑢)

𝜕𝑦
=

1

𝑅𝑒

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
−
𝜕𝑝

𝜕𝑥

𝜙 = 𝑢 𝑆 = −
𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝛼 =

1

𝑅𝑒

𝜕(𝑢𝑣)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑣𝑣)

𝜕𝑦
=

1

𝑅𝑒

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
−
𝜕𝑝

𝜕𝑦

𝜙 = 𝑣 𝑆 = −
𝜕𝑝

𝜕𝑦
𝛼 =

1

𝑅𝑒

𝑥 − momentum:

𝑦 − momentum:

𝑎𝑃 ത𝑢𝑃 +෍𝑎𝑁𝐵 ത𝑢𝑁𝐵 = ҧ𝑆𝑃
𝑢

𝑎𝑃 ҧ𝑣𝑃 +෍𝑎𝑁𝐵 ҧ𝑣𝑁𝐵 = ҧ𝑆𝑃
𝑣

𝑎𝑃 ത𝜙𝑃 +෍𝑎𝑁𝐵 ത𝜙𝑁𝐵 = ҧ𝑆𝑃
𝜕𝑢𝜙

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣𝜙

𝜕𝑦
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
+ 𝑆
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𝑁معادله  − 𝑆 الگوریتم𝐒𝐈𝐌𝐏𝐋𝐄

شروعروند حل

∗𝑣و ∗𝑢حدس مقادیر 

𝑅𝑒𝑠 2 ≤ 𝜖پایانگزارش نتایج
هبل

خیر

∗𝑣و ∗𝑢به روزرسانی 

𝑎محاسبه 

Resمحاسبه 
𝑢∗ = 𝑢

∗𝑝حدس 

′𝑝محاسبه 

𝑝و 𝑣و 𝑢به روزرسانی 

𝑣∗ = 𝑣

𝑝∗ = 𝑝

Staggered grid: 𝑢𝑖,𝐽 = 𝑢𝑖,𝐽
∗ + 𝑢𝑖,𝐽

′
= 𝑢𝑖,𝐽

∗ −
𝑝𝐼,𝐽
′ − 𝑝𝐼−1,𝐽

′

𝑎𝑖,𝐽
𝑢 Δ𝑥

= 𝑢𝑖,𝐽
∗ −

1

𝑎𝑖,𝐽
𝑢

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑖,𝐽

𝑎𝑖,𝑗𝑢𝑖,𝑗
∗ +෍𝑎𝑛𝑏𝑢𝑛𝑏

∗ =
−𝑝𝑖+1,𝑗

∗ + 𝑝𝑖−1,𝑗
∗

2Δ𝑥

𝑎𝑖,𝑗𝑣𝑖,𝑗
∗ +෍𝑎𝑛𝑏𝑣𝑛𝑏

∗ =
−𝑝𝑖,𝑗+1

∗ + 𝑝𝑖,𝑗−1
∗

2Δ𝑦
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𝑁معادله  − 𝑆حجم محدود روی شبکه یکسان

اصلاح فشار

𝑃

𝑆

𝑁

𝐸𝑊

Δ𝑥

Δ𝑦

𝑖 +
1

2
𝑖 −

1

2

𝑗 −
1

2

𝑗 +
1

2

𝑒

𝑠

𝑛

𝑤

𝑢𝑒 = 𝑢𝑒
∗ −

𝑝𝑖+1,𝑗
′ − 𝑝𝑖,𝑗

′

𝑎𝑒Δ𝑥

𝑢𝑤 = 𝑢𝑤
∗ −

𝑝𝑖,𝑗
′ − 𝑝𝑖−1,𝑗

′

𝑎𝑤Δ𝑥

𝑣𝑛 = 𝑣𝑛
∗ −

𝑝𝑖,𝑗+1
′ − 𝑝𝑖,𝑗

′

𝑎𝑛Δ𝑦

𝑣𝑠 = 𝑣𝑠
∗ −

𝑝𝑖,𝑗
′ − 𝑝𝑖,𝑗−1

′

𝑎𝑠Δ𝑦

𝑎𝑒 =
1

2
𝑎𝑃 ቚ

𝑖,𝑗
+ 𝑎𝑃 ቚ

𝑖+1,𝑗

یا

1

𝑎𝑒
=
1

2

1

𝑎𝑃ȁ𝑖,𝑗
+

1

𝑎𝑃ȁ𝑖+1,𝑗
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𝑁معادله  − 𝑆حجم محدود روی شبکه یکسان

اصلاح فشار

𝑃

𝑆

𝑁

𝐸𝑊

Δ𝑥

Δ𝑦

𝑖 +
1

2
𝑖 −

1

2

𝑗 −
1

2

𝑗 +
1

2

𝑒

𝑠

𝑛

𝑤

یمعادله پیوستگ
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0

𝑢𝑒 − 𝑢𝑤
Δ𝑥

+
𝑣𝑛 − 𝑣𝑠
Δ𝑦

= 0

𝑢𝑒
∗

Δ𝑥
−
𝑝𝑖+1,𝑗
′ − 𝑝𝑖,𝑗

′

𝑎𝑒Δ𝑥
2 −

𝑢𝑤
∗

Δ𝑥
+
𝑝𝑖,𝑗
′ − 𝑝𝑖−1,𝑗

′

𝑎𝑤Δ𝑥
2

+
𝑣𝑛
∗

Δ𝑦
−
𝑝𝑖,𝑗+1
′ − 𝑝𝑖,𝑗

′

𝑎𝑛Δ𝑦
2 −

𝑣𝑠
∗

Δ𝑦
+
𝑝𝑖,𝑗
′ − 𝑝𝑖,𝑗−1

′

𝑎𝑠Δ𝑦
2 = 0

𝑏𝑖,𝑗 𝑝𝑖,𝑗
′ + 𝑏𝑖+1,𝑗 𝑝𝑖+1,𝑗

′ + 𝑏𝑖,𝑗+1 𝑝𝑖,𝑗+1
′ + 𝑏𝑖−1,𝑗 𝑝𝑖−1,𝑗

′ + 𝑏𝑖,𝑗−1 𝑝𝑖,𝑗−1
′ = Res𝑖,𝑗

𝑏𝑃 𝑝𝑃
′ +෍𝑏𝑁𝐵𝑝𝑁𝐵

′ = Res𝑃 Res𝑃 = −
𝑢𝑒
∗ − 𝑢𝑤

∗

Δ𝑥
+
𝑣𝑛
∗ − 𝑣𝑠

∗

Δ𝑦

𝑏𝑃 =෍𝑏𝑁𝐵
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𝑁معادله  − 𝑆 الگوریتم𝐒𝐈𝐌𝐏𝐋𝐄

𝑎𝑖,𝑗𝑢𝑖,𝑗
∗ +෍𝑎𝑛𝑏𝑢𝑛𝑏

∗ =
−𝑝𝑖+1,𝑗

∗ + 𝑝𝑖−1,𝑗
∗

2Δ𝑥

𝑎𝑖,𝑗𝑣𝑖,𝑗
∗ +෍𝑎𝑛𝑏𝑣𝑛𝑏

∗ =
−𝑝𝑖,𝑗+1

∗ + 𝑝𝑖,𝑗−1
∗

2Δ𝑦

شروعروند حل

∗𝑣و ∗𝑢حدس مقادیر 

𝑅𝑒𝑠 2 ≤ 𝜖پایانگزارش نتایج
هبل

خیر

∗𝑣و ∗𝑢به روزرسانی 

𝑎محاسبه 

Resمحاسبه 
𝑢∗ = 𝑢

∗𝑝حدس 

𝑏محاسبه 

𝑝و 𝑣و 𝑢به روزرسانی 

𝑣∗ = 𝑣

𝑝∗ = 𝑝

Res𝑖,𝑗 = −
𝑢𝑒
∗ − 𝑢𝑤

∗

Δ𝑥
+
𝑣𝑛
∗ − 𝑣𝑠

∗

Δ𝑦

′𝑝محاسبه 
𝑢𝑖,𝑗 = 𝑢𝑖,𝑗

∗ + 𝑢𝑖,𝑗
′ = 𝑢𝑖,𝑗

∗ −
𝑝𝑖+1,𝑗
′ − 𝑝𝑖−1,𝑗

′

2𝑎𝑃ȁ𝑖,𝑗Δ𝑥

𝑣𝑖,𝑗 = 𝑣𝑖,𝑗
∗ + 𝑣𝑖,𝑗

′ = 𝑣𝑖,𝑗
∗ −

𝑝𝑖,𝑗+1
′ − 𝑝𝑖,𝑗−1

′

2𝑎𝑃ȁ𝑖,𝑗Δ𝑦
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𝑁معادله  − 𝑆حجم محدود روی شبکه یکسان

𝑃

𝑆

𝑁

𝐸𝑊

Δ𝑥

Δ𝑦

𝑖 +
1

2
𝑖 −

1

2

𝑗 −
1

2

𝑗 +
1

2

𝑒

𝑠

𝑛

𝑤

Res𝑃 = −
𝑢𝑒
∗ − 𝑢𝑤

∗

Δ𝑥
+
𝑣𝑛
∗ − 𝑣𝑠

∗

Δ𝑦

𝑢𝑒
∗ =

1

2
ത𝑢𝑃 + ത𝑢𝐸

𝑢𝑤
∗ =

1

2
ത𝑢𝑃 + ത𝑢𝑊

𝑣𝑛
∗ =

1

2
ҧ𝑣𝑃 + ҧ𝑣𝑁

𝑣𝑠
∗ =

1

2
ҧ𝑣𝑃 + ҧ𝑣𝑆

Res𝑃 = −
ത𝑢𝐸 − ത𝑢𝑊
2Δ𝑥

+
ҧ𝑣𝑁 − ҧ𝑣𝑆
2Δ𝑦
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𝑁معادله  − 𝑆حجم محدود روی شبکه یکسان

𝑃

𝑆

𝑁

𝐸𝑊

Δ𝑥

Δ𝑦

𝑖 +
1

2
𝑖 −

1

2

𝑗 −
1

2

𝑗 +
1

2

𝑒

𝑠

𝑛

𝑤

Rhie)چو -درون یابی رای - Chow)

ത𝑢𝑃 +
1

𝑎𝑃
෍𝑎𝑁𝐵 ത𝑢𝑁𝐵 = −

1

𝑎𝑃

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑃

𝑎𝑃 ത𝜙𝑃 +෍𝑎𝑁𝐵 ത𝜙𝑁𝐵 = ҧ𝑆𝑃

𝑢𝑃
′ +

1

𝑎𝑃
෍𝑎𝑁𝐵𝑢𝑁𝐵

′ = −
1

𝑎𝑃

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑃

0

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑃

=
𝑝𝐸 − 𝑝𝑊
2Δ𝑥

𝑢𝑒 +
1

𝑎𝑒

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑒

=?

ത𝑢𝑃 +
1

𝑎𝑃

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑃

=
−1

𝑎𝑝
෍𝑎𝑁𝐵 ത𝑢𝑁𝐵
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𝑁معادله  − 𝑆حجم محدود روی شبکه یکسان

𝑃

𝑆

𝑁

𝐸𝑊

Δ𝑥

Δ𝑦𝑒

𝑠

𝑛

𝑤 𝐸𝐸

Rhie)چو -درون یابی رای - Chow)

𝑢𝑒 +
1

𝑎𝑒

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑒

=
1

2
𝑢𝑃 +

1

𝑎𝑃ȁ𝑖,𝑗

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝑃

+ 𝑢𝐸 +
1

𝑎𝑃ȁ𝑖+1,𝑗

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝐸

𝑢𝑒 +
1

𝑎𝑒

𝑝𝐸 − 𝑝𝑃
Δ𝑥

=
1

2
𝑢𝑃 +

1

𝑎𝑃ȁ𝑖,𝑗

𝑝𝐸 − 𝑝𝑊
2Δ𝑥

+ 𝑢𝐸 +
1

𝑎𝑃ȁ𝑖+1,𝑗

𝑝𝐸𝐸 − 𝑝𝑃
2Δ𝑥

𝑢𝑒 =
1

2
𝑢𝑃 +

1

𝑎𝑃ȁ𝑖,𝑗

𝑝𝐸 − 𝑝𝑊
2Δ𝑥

+ 𝑢𝐸 +
1

𝑎𝑃ȁ𝑖+1,𝑗

𝑝𝐸𝐸 − 𝑝𝑃
2Δ𝑥

−
1

𝑎𝑒

𝑝𝐸 − 𝑝𝑃
Δ𝑥

1

𝑎𝑒
=
1

2

1

𝑎𝑃ȁ𝑖,𝑗
+

1

𝑎𝑃ȁ𝑖+1,𝑗
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𝑃

𝑆

𝑁

𝐸𝑊

Δ𝑥

Δ𝑦𝑒

𝑠

𝑛

𝑤 𝐸𝐸𝑊𝑊

Rhie)چو -درون یابی رای - Chow)

𝑢𝑒
∗ =

1

2
𝑢𝑃
∗ +

1

𝑎𝑃ȁ𝑖,𝑗

𝑝𝐸
∗ − 𝑝𝑊

∗

2Δ𝑥
+ 𝑢𝐸

∗ +
1

𝑎𝑃ȁ𝑖+1,𝑗

𝑝𝐸𝐸
∗ − 𝑝𝑃

∗

2Δ𝑥
−

1

𝑎𝑒

𝑝𝐸
∗ − 𝑝𝑃

∗

Δ𝑥

1

𝑎𝑒
=
1

2

1

𝑎𝑃ȁ𝑖,𝑗
+

1

𝑎𝑃ȁ𝑖+1,𝑗

𝑢𝑤
∗ =

1

2
𝑢𝑃
∗ +

1

𝑎𝑃ȁ𝑖,𝑗

𝑝𝐸
∗ − 𝑝𝑊

∗

2Δ𝑥
+ 𝑢𝑊

∗ +
1

𝑎𝑃ȁ𝑖−1,𝑗

𝑝𝑃
∗ − 𝑝𝑊𝑊

∗

2Δ𝑥
−

1

𝑎𝑤

𝑝𝑃
∗ − 𝑝𝑊

∗

Δ𝑥

1

𝑎𝑤
=
1

2

1

𝑎𝑃ȁ𝑖,𝑗
+

1

𝑎𝑃ȁ𝑖−1,𝑗
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𝑃

𝑆

𝑁

𝐸𝑊

Δ𝑥

Δ𝑦𝑒

𝑠

𝑛

𝑤 𝐸𝐸𝑊𝑊

𝑆𝑆

𝑁N

Rhie)چو -درون یابی رای - Chow)

𝑣𝑛
∗ =

1

2
𝑣𝑃
∗ +

1

𝑎𝑃ȁ𝑖,𝑗

𝑝𝑁
∗ − 𝑝𝑆

∗

2Δ𝑦
+ 𝑣𝑁

∗ +
1

𝑎𝑃ȁ𝑖,𝑗+1

𝑝𝑁𝑁
∗ − 𝑝𝑃

∗

2Δ𝑦
−

1

𝑎𝑛

𝑝𝑁
∗ − 𝑝𝑃

∗

Δ𝑦

1

𝑎𝑛
=
1

2

1

𝑎𝑃ȁ𝑖,𝑗
+

1

𝑎𝑃ȁ𝑖,𝑗+1

𝑣𝑠
∗ =

1

2
𝑣𝑃
∗ +

1

𝑎𝑃ȁ𝑖,𝑗

𝑝𝑁
∗ − 𝑝𝑆

∗

2Δ𝑦
+ 𝑣𝑆

∗ +
1

𝑎𝑃ȁ𝑖,𝑗−1

𝑝𝑃
∗ − 𝑝𝑆𝑆

∗

2Δ𝑦
−

1

𝑎𝑠

𝑝𝑃
∗ − 𝑝𝑆

∗

Δ𝑦

1

𝑎𝑠
=
1

2

1

𝑎𝑃ȁ𝑖,𝑗
+

1

𝑎𝑃ȁ𝑖,𝑗−1
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𝑎𝑖,𝑗𝑢𝑖,𝑗
∗ +෍𝑎𝑛𝑏𝑢𝑛𝑏

∗ =
−𝑝𝑖+1,𝑗

∗ + 𝑝𝑖−1,𝑗
∗

2Δ𝑥

𝑎𝑖,𝑗𝑣𝑖,𝑗
∗ +෍𝑎𝑛𝑏𝑣𝑛𝑏

∗ =
−𝑝𝑖,𝑗+1

∗ + 𝑝𝑖,𝑗−1
∗

2Δ𝑦

از روند حل با استفاده

RCدرونیابی 

شروع

∗𝑣و ∗𝑢حدس مقادیر 

𝑅𝑒𝑠 2 ≤ 𝜖پایانگزارش نتایج
هبل

خیر

∗𝑣و ∗𝑢به روزرسانی 

𝑎محاسبه 

Resمحاسبه 
𝑢∗ = 𝑢

∗𝑝حدس 

𝑏محاسبه 

𝑝و 𝑣و 𝑢به روزرسانی 

𝑣∗ = 𝑣

𝑝∗ = 𝑝

Res𝑖,𝑗 = −
𝑢𝑒
∗ − 𝑢𝑤

∗

Δ𝑥
+
𝑣𝑛
∗ − 𝑣𝑠

∗

Δ𝑦

′𝑝محاسبه 
𝑢𝑖,𝑗 = 𝑢𝑖,𝑗

∗ + 𝑢𝑖,𝑗
′ = 𝑢𝑖,𝑗

∗ −
𝑝𝑖+1,𝑗
′ − 𝑝𝑖−1,𝑗

′

2𝑎𝑃ȁ𝑖,𝑗Δ𝑥

𝑣𝑖,𝑗 = 𝑣𝑖,𝑗
∗ + 𝑣𝑖,𝑗

′ = 𝑣𝑖,𝑗
∗ −

𝑝𝑖,𝑗+1
′ − 𝑝𝑖,𝑗−1

′

2𝑎𝑃ȁ𝑖,𝑗Δ𝑦

RCاستفاده از درونیابی 
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Rhie)چو -درون یابی رای - Chow)
𝑎𝑃 =

𝑢𝑒 −𝑢𝑤
2Δ𝑥

+
𝑣𝑛 − 𝑣𝑠
2Δ𝑦

+
2

𝑅𝑒Δ𝑥2
+

2

𝑅𝑒Δ𝑦2

.  ثابت است𝑎𝑃: فرض

𝑢𝑒 =
1

2
ത𝑢𝑃 + ത𝑢𝐸 +

1

4𝑎𝑝Δ𝑥
ҧ𝑝𝐸𝐸 − 3 ҧ𝑝𝐸 + 3 ҧ𝑝𝑃 − ҧ𝑝𝑊

𝑢𝑤 =
1

2
ത𝑢𝑃 + ത𝑢𝑤 +

1

4𝑎𝑝Δ𝑥
ҧ𝑝𝐸 − 3 ҧ𝑝𝑃 + 3 ҧ𝑝𝑊 − ҧ𝑝𝑊𝑊

𝑣𝑛 =
1

2
ҧ𝑣𝑃 + ҧ𝑣𝑁 +

1

4𝑎𝑝Δ𝑦
ҧ𝑝𝑁𝑁 − 3 ҧ𝑝𝑁 + 3 ҧ𝑝𝑃 − ҧ𝑝𝑆

𝑣𝑠 =
1

2
ҧ𝑣𝑃 + ҧ𝑣𝑆 +

1

4𝑎𝑝Δ𝑦
ҧ𝑝𝑁 − 3 ҧ𝑝𝑃 + 3 ҧ𝑝𝑆 − ҧ𝑝𝑆𝑆
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Rhie)چو -درون یابی رای - Chow)فرض :𝑎𝑃ثابت است  .

𝑢𝑒 − 𝑢𝑤
Δ𝑥

=
1

2Δ𝑥
ത𝑢𝐸 − ത𝑢𝑤 +

1

4𝑎𝑝Δ𝑥
2 ҧ𝑝𝐸𝐸 − 4 ҧ𝑝𝐸 + 6 ҧ𝑝𝑃 − 4 ҧ𝑝𝑊 + ҧ𝑝𝑊𝑊

𝑣𝑛 − 𝑣𝑠
Δ𝑦

=
1

2Δ𝑦
ҧ𝑣𝑁 − ҧ𝑣𝑆 +

1

4𝑎𝑝Δ𝑦
2

ҧ𝑝𝑁𝑁 − 4 ҧ𝑝𝑁 + 6 ҧ𝑝𝑃 − 4 ҧ𝑝𝑆 + ҧ𝑝𝑆𝑆

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

1

4𝑎𝑝

𝜕4𝑝

𝜕𝑥4
Δ𝑥2

𝜕𝑣

𝜕𝑦
=

1

4𝑎𝑝

𝜕4𝑝

𝜕𝑦4
Δ𝑦2

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 𝐶

𝜕4𝑝

𝜕𝑥4
Δ𝑥2 +

𝜕4𝑝

𝜕𝑦4
Δ𝑦2

Artificial Dissipation (AD)
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𝑢
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+

1

Re

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2

𝑦 − momentum:

9۰
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ح

𝑁معادله  − 𝑆حجم محدود روی شبکه یکسان

شرایط مرزی

𝑢 = 𝑢𝑤, 𝑣 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

𝑢 = 𝑣 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

𝑥

𝑦

:دیواره شمالی و جنوبی

0 0 0

𝜕𝑝

𝜕𝑦
=

1

Re

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
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𝑁معادله  − 𝑆حجم محدود روی شبکه یکسان

شرایط مرزی

𝑢 = 𝑢𝑤, 𝑣 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

𝑢 = 𝑣 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

𝑥

𝑦

:دیواره شرقی و غربی

𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

1

Re

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

𝑥 − momentum:

0 0 0

𝜕𝑝

𝜕𝑥
=

1

Re

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

0
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𝑁معادله  − 𝑆بازسازی جواب حجم محدود

ത𝜙𝑖,𝑗
خروجی روش حجم محدود

,𝜙(𝑥خروجی مورد انتظار 𝑦)

𝜙 𝑖 𝑥 = 𝜙 ቚ
𝑥=𝑥𝑖

+
𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑥=𝑥𝑖

𝑥 − 𝑥𝑖 +
1

2

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
ቚ
𝑥=𝑥𝑖

𝑥 − 𝑥𝑖
2 + 𝑂(Δ𝑥3)

𝜙 𝑖 𝑥 = 𝜙 ቚ
𝑥=𝑥𝑖

+
𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑥=𝑥𝑖

𝑥 − 𝑥𝑖 + 𝑂(Δ𝑥2)

𝜙 𝑖 𝑥 = 𝜙 ቚ
𝑥=𝑥𝑖

+ 𝑂(Δ𝑥)
تقریب مرتبه اول

تقریب مرتبه دوم

تقریب مرتبه سوم
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𝜙 𝑖 𝑥 = 𝜙𝑖 +
𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑖
𝑥 − 𝑥𝑖 + 𝑂(Δ𝑥2)

تقریب مرتبه دوم

ത𝜙𝑖Δ𝑥 = 𝜙𝑖Δ𝑥 + න
𝑥𝑤

𝑥𝑒 𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑖
𝑥 − 𝑥𝑖 𝑑𝑥

ത𝜙𝑖 = 𝜙𝑖

𝜙 𝑖 𝑥 = ത𝜙𝑖 +
𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑖
𝑥 − 𝑥𝑖 + 𝑂(Δ𝑥2)

𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑖
=

ത𝜙𝑖+1 − ത𝜙𝑖

Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥)

𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑖
=

ത𝜙𝑖 − ത𝜙𝑖−1

Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥)

𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑖
=

ത𝜙𝑖+1 − ത𝜙𝑖−1

2Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2)
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𝑁معادله  − 𝑆بازسازی جواب حجم محدود

𝜙 𝑖,𝑗 𝑥, 𝑦 = ത𝜙𝑖,𝑗 +
𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑖,𝑗

𝑥 − 𝑥𝑖,𝑗 +
𝜕𝜙

𝜕𝑦
ቚ
𝑖,𝑗

𝑦 − 𝑦𝑖,𝑗 + 𝑂(Δ𝑥2, Δ𝑦2)

𝑢 = 𝑢𝑤, 𝑣 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

𝑢 = 𝑣 = 0

𝑢 = 𝑣
= 0

𝑥

𝑦

𝜕𝑝

𝜕𝑣
=

1

Re

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2

𝜕𝑝

𝜕𝑦
=

1

Re

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2

𝜕𝑝

𝜕𝑥
=

1

Re

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

𝜕𝑝

𝜕𝑥

=
1

Re

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

𝑢 1,𝑗 𝑥, 𝑦

= ത𝑢1,𝑗 +
𝜕𝑢

𝜕𝑥
ቚ
1,𝑗

𝑥 − 𝑥1,𝑗

+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
ቚ
1,𝑗

𝑦 − 𝑦1,𝑗 + 𝑂(Δ𝑥2, Δ𝑦2)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 0
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𝑢 = 𝑢𝑤, 𝑣 = 0

𝑢 = 𝑣 = 0

𝑢 = 𝑣 = 0

𝑢 = 𝑣 = 0

𝑥

𝑦

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 0

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 0

𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 0

𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 0

𝑝1,1 = 0
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𝑁معادله  − 𝑆حل مسئله حفره
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جری

ل 
ح

98

ان
جری

ل 
ح

𝑁معادله  − 𝑆حل مسئله حفره



دانشگاه صنعتی شریف

ان
جری

ل 
ح

99

ان
جری

ل 
ح

𝑁معادله  − 𝑆حل مسئله حفره



دانشگاه صنعتی شریف

ان
جری

ل 
ح

۱۰۰

ان
جری

ل 
ح

𝑁معادله  − 𝑆حل مسئله حفره



دانشگاه صنعتی شریف

ان
جری

ل 
ح

۱۰۱

ان
جری

ل 
ح

𝑁معادله  − 𝑆حل مسئله حفره



دانشگاه صنعتی شریف

ان
جری

ل 
ح

۱۰2

ان
جری

ل 
ح

𝑁معادله  − 𝑆حل مسئله حفره



دانشگاه صنعتی شریف

ان
جری

ل 
ح

۱۰3

ان
جری

ل 
ح

𝑁معادله  − 𝑆حل مسئله حفره



دانشگاه صنعتی شریف

ان
جری

ل 
ح

۱۰۴

ان
جری

ل 
ح

𝑁معادله  − 𝑆حل مسئله حفره



دانشگاه صنعتی شریف

ان
جری

ل 
ح

۱۰5

ان
جری

ل 
ح

𝑁معادله  − 𝑆حل مسئله حفره



خسته نباشید


