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دانشگاه صنعتی شریف
۴

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات سهموی

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 𝑡 ≥ 0

𝐼𝐶: 𝜙 𝑥 , 0 = 𝑓(𝑥)

𝐵𝐶: ቊ
𝜙 0 , 𝑡 = 𝑔 𝑡

𝜙 𝑙 , 𝑡 = ℎ 𝑡
(Dirichlet)شرط مرزی دیریشله 

𝐵𝐶:
𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑙 , 𝑡 = ℎ 𝑡 (Neumann)شرط مرزی نیومن 

𝐵𝐶: 𝑎𝜙 𝑙 , 𝑡 + 𝑏
𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑙 , 𝑡 = ℎ 𝑡 (Robin)شرط مرزی رابین 

:وضعخوش

(تابعمقدارروی)اولیهشرط✓

(تابعگرادیانیامقدارروی)مرزیشرایط✓
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5

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات سهموی

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 𝑡 ≥ 0

𝑓(𝑥)

𝑑𝜙𝑖

𝑑𝑡
= 𝛼

𝜙𝑖+1  − 2𝜙𝑖 + 𝜙𝑖−1

Δ𝑥2
+ 𝑂 Δ𝑥2 تهنیمه گسس

𝑑𝜙𝑖

𝑑𝑡
ቚ
𝑡𝑛

= ?

𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑡) 𝜙𝑖 
𝑛 = 𝜙(𝑥𝑖 , 𝑡𝑛)

𝜕𝜙

𝜕𝑡
ቚ
𝑥𝑖

𝑡𝑛
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 ቚ
𝑥𝑖

𝑡𝑛

𝑑𝜙𝑖

𝑑𝑡
ቚ
𝑡𝑛

= 𝛼
𝜙𝑖+1

𝑛  − 2𝜙𝑖 
𝑛 + 𝜙𝑖−1

𝑛

Δ𝑥2 + 𝑂 Δ𝑥2

𝑁
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6

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات سهموی

𝑑𝜙𝑖

𝑑𝑡
=

𝜙𝑖
𝑛+1  − 𝜙𝑖 

𝑛

Δ𝑡
+ 𝑂(Δ𝑡)

𝜙𝑖
𝑛+1  − 𝜙𝑖 

𝑛

Δ𝑡
+ 𝑂 Δ𝑡 = 𝛼

𝜙𝑖+1
𝑛  − 2𝜙𝑖 

𝑛 + 𝜙𝑖−1
𝑛

Δ𝑥2 + 𝑂(Δ𝑥2)

𝑓(𝑥)

شروگسسته سازی پی

F.T.C.S.

𝜙𝑖
𝑛+1 =

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑖−1
𝑛 + 1 −

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑖
𝑛 +

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑖+1 
𝑛 + 𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥2)

𝜙𝑖
𝑛+1 = 𝜙𝑖 

𝑛 +
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑖+1
𝑛  − 2𝜙𝑖 

𝑛 + 𝜙𝑖−1
𝑛 + 𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥2)

1 −
2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 ≥ 0 → Δ𝑡 ≤
Δ𝑥2

2𝛼
 

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 ≤
1

2

(Explicit Euler)اویلرصریحروش

شرط پایداری

یزیکمثبت بودن تمامی ضرایب جهت تطبیق با ف

𝜙 𝑥 , 0 = 𝑓(𝑥)شرط اولیه 𝜙𝑖
1 = 𝑓(𝑥𝑖)

𝑁
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7

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات سهموی

𝑔
𝑡

ℎ
𝑡

𝑓(𝑥)

هدیریشلمرزیشرط–اویلرصریحروش

𝐵𝐶: ቊ
𝜙 0 , 𝑡 = 𝑔 𝑡

𝜙 𝑙 , 𝑡 = ℎ 𝑡

𝜙 0 , 𝑡 = 𝜙 ቚ
𝑥=𝑥1

𝑡=𝑡𝑛
= 𝑔 𝑡𝑛  

𝜙 𝑙 , 𝑡 = 𝜙 ቚ
𝑥=𝑥𝑁

𝑡=𝑡𝑛
= ℎ 𝑡𝑛  

ቊ
𝜙1

𝑛 = 𝑔 𝑡𝑛  

𝜙𝑁
𝑛 = ℎ 𝑡𝑛  

𝑁
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8

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات سهموی

𝐵𝐶:
𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑙 , 𝑡 = ℎ 𝑡 نیومنمرزیشرط–اویلرصریحروش

𝑔
𝑡

𝜕
𝜙𝜕
𝑥

=
ℎ

𝑡

𝑓(𝑥)

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑙 , 𝑡 =

𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑥=𝑥𝑁

𝑡=𝑡𝑛
=

𝜙𝑁
𝑛  − 𝜙𝑁−1

𝑛

Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥) = ℎ 𝑡𝑛

𝜙𝑁
𝑛 = ℎ 𝑡𝑛 Δ𝑥 + 𝜙𝑁−1

𝑛

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑙 , 𝑡 =

𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ

𝑥=𝑥𝑁

𝑡=𝑡𝑛
=

3𝜙𝑁
𝑛 − 4𝜙𝑁−1

𝑛 + 𝜙𝑁−2
𝑛

2Δ𝑥
+ 𝑜(Δ𝑥2) = ℎ 𝑡𝑛

𝜙𝑁
𝑛 =

4𝜙𝑁−1
𝑛  − 𝜙𝑁−2

𝑛  − 2ℎ 𝑡𝑛 Δ𝑥

3

(One-sided Difference)یکسوتفاضلیروش

مرتبه یک

مرتبه دو 𝑁
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9

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات سهموی

𝑔
𝑡

𝜕
𝜙𝜕
𝑥

=
ℎ

𝑡

𝑓(𝑥)

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑙 , 𝑡 =

𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑥=𝑥𝑁

𝑡=𝑡𝑛
=

𝜙𝑁+1
𝑛  − 𝜙𝑁−1

𝑛

2Δ𝑥
+ 𝑂 Δ𝑥2 = ℎ 𝑡𝑛

𝜙𝑁+1
𝑛 = 𝜙𝑁−1

𝑛 + 2ℎ 𝑡𝑛 Δ𝑥 

𝜙𝑁
𝑛+1 =

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑁−1
𝑛 + 1 −

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑁
𝑛 +

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑁+1 
𝑛 + 𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥2)

نیومنمرزیشرط–اویلرصریحروش

(Ghost node)مجازینقطهروش

𝑁
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۱۰

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات سهموی

𝑔
𝑡

𝑓(𝑥)

𝑎
𝜙

𝑙 ,𝑡
+

𝑏
𝜕

𝜙𝜕
𝑥

𝑙 ,𝑡
=

ℎ
𝑡

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑙 , 𝑡 =

𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑥=𝑥𝑁

𝑡=𝑡𝑛
=

𝜙𝑁+1
𝑛  − 𝜙𝑁−1

𝑛

2Δ𝑥
+ 𝑂 Δ𝑥2

𝑎𝜙 𝑙 , 𝑡 + 𝑏
𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑙 , 𝑡 = ℎ 𝑡

𝜙 𝑙 , 𝑡 = 𝜙 ቚ
𝑥=𝑥𝑁

𝑡=𝑡𝑛
= 𝜙𝑁

𝑛

𝑎𝜙𝑁
𝑛 + 𝑏

𝜙𝑁+1
𝑛  − 𝜙𝑁−1

𝑛

2Δ𝑥
= ℎ 𝑡𝑛

𝜙𝑁+1
𝑛 = 𝜙𝑁−1

𝑛 +
2Δ𝑥

𝑏
(ℎ 𝑡𝑛  − 𝑎𝜙𝑁

𝑛 ) 

𝜙𝑁
𝑛+1 =

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑁−1
𝑛 + 1 −

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑁
𝑛 +

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑁+1 
𝑛 + 𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥2)

𝐵𝐶: 𝑎𝜙 𝑙 , 𝑡 + 𝑏
𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑙 , 𝑡 = ℎ 𝑡 رابینمرزیشرط–اویلرصریحروش

مجازینقطهروش

𝑁
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۱۱

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات سهموی

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 𝑡 ≥ 0

𝑓(𝑥)

𝑑𝜙𝑖

𝑑𝑡
= 𝛼

𝜙𝑖+1  − 2𝜙𝑖 + 𝜙𝑖−1

Δ𝑥2
+ 𝑂 Δ𝑥2 تهنیمه گسس

𝑑𝜙𝑖

𝑑𝑡
ቚ
𝑡𝑛

= ?

𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑡) 𝜙𝑖 
𝑛 = 𝜙(𝑥𝑖 , 𝑡𝑛)

𝜕𝜙

𝜕𝑡
ቚ
𝑥𝑖

𝑡𝑛
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 ቚ
𝑥𝑖

𝑡𝑛

𝑑𝜙𝑖

𝑑𝑡
ቚ
𝑡𝑛

= 𝛼
𝜙𝑖+1

𝑛  − 2𝜙𝑖 
𝑛 + 𝜙𝑖−1

𝑛

Δ𝑥2 + 𝑂 Δ𝑥2

𝜙 𝑥 , 0 = 𝑓(𝑥)شرط اولیه 𝜙𝑖
1 = 𝑓(𝑥𝑖)

𝑁
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۱2

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات سهموی

𝑑𝜙𝑖

𝑑𝑡
=

𝜙𝑖
𝑛  − 𝜙𝑖 

𝑛−1

Δ𝑡
+ 𝑂(Δ𝑡)

𝜙𝑖
𝑛  − 𝜙𝑖 

𝑛−1

Δ𝑡
+ 𝑂 Δ𝑡 = 𝛼

𝜙𝑖+1
𝑛  − 2𝜙𝑖 

𝑛 + 𝜙𝑖−1
𝑛

Δ𝑥2 + 𝑂(Δ𝑥2)

𝑓(𝑥)

روگسسته سازی پس

BTCS

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑖−1
𝑛 − 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑖
𝑛 +

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑖+1 
𝑛 = −𝜙𝑖

𝑛−1 + 𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥2)

? ?
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

⋱ ⋱ ⋱
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

? ?

𝜙1
𝑛

𝜙2
𝑛

𝜙3
𝑛

⋮
𝜙𝑁−1

𝑛

𝜙𝑁
𝑛

=

?
−𝜙2

𝑛−1

−𝜙3
𝑛−1

⋮
−𝜙𝑁−1

𝑛−1

?

دستگاه سه قطری 

(Tri-diagonal)

(Implicit Euler)اویلرضمنیروش

شرط پایداری

بدون قید و شرط پایدار

𝑁
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1 0
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

⋱ ⋱ ⋱
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

0 1

𝜙1
𝑛

𝜙2
𝑛

𝜙3
𝑛

⋮
𝜙𝑁−1

𝑛

𝜙𝑁
𝑛

=

𝑔(𝑡𝑛)

−𝜙2
𝑛−1

−𝜙3
𝑛−1

⋮
−𝜙𝑁−1

𝑛−1

ℎ(𝑡𝑛)

۱3

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات سهموی

𝑔
(𝑡

) ℎ
(𝑡)

𝑓(𝑥)

𝐵𝐶: ቊ
𝜙 0 , 𝑡 = 𝑔 𝑡

𝜙 𝑙 , 𝑡 = ℎ 𝑡
هدیریشلمرزیشرط–اویلرضمنیروش

𝜙 0 , 𝑡 = 𝜙 ቚ
𝑥=𝑥1

𝑡=𝑡𝑛
= 𝑔 𝑡𝑛  

𝜙 𝑙 , 𝑡 = 𝜙 ቚ
𝑥=𝑥𝑁

𝑡=𝑡𝑛
= ℎ 𝑡𝑛  

ቊ
𝜙1

𝑛 = 𝑔 𝑡𝑛  

𝜙𝑁
𝑛 = ℎ 𝑡𝑛  

𝑁
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1 0
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

⋱ ⋱ ⋱
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

1

2Δ𝑥
−

2

Δ𝑥

3

2Δ𝑥

𝜙1
𝑛

𝜙2
𝑛

𝜙3
𝑛

⋮
𝜙𝑁−1

𝑛

𝜙𝑁
𝑛

=

𝑔(𝑡𝑛)

−𝜙2
𝑛−1

−𝜙3
𝑛−1

⋮
−𝜙𝑁−1

𝑛−1

ℎ(𝑡𝑛)

۱۴

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات سهموی

𝜙
0

 ,
𝑡

=
𝑔

𝑡

𝜕
𝜙𝜕
𝑥

𝑙 ,𝑡
=

ℎ
𝑡

𝑓(𝑥)

𝜙 0 , 𝑡 = 𝜙 ቚ
𝑥=𝑥1

𝑡=𝑡𝑛
= 𝜙1

𝑛 = 𝑔 𝑡𝑛

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑙 , 𝑡 =

𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑥=𝑥𝑁

𝑡=𝑡𝑛
=

3𝜙𝑁
𝑛 − 4𝜙𝑁−1

𝑛 + 𝜙𝑁−2
𝑛

2Δ𝑥
+ 𝑜(Δ𝑥2) = ℎ 𝑡𝑛  

𝐵𝐶: ቐ
𝜙 0 , 𝑡 = 𝑔 𝑡

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑙 , 𝑡 = ℎ 𝑡

1

2Δ𝑥
𝜙𝑁−2

𝑛 −
4

2Δ𝑥
𝜙𝑁−1

𝑛 +
3

2Δ𝑥
𝜙𝑁

𝑛 = ℎ 𝑡𝑛

نیومنمرزیشرط–اویلرضمنیروش

یکسوتفاضلیروش

𝑁

دستگاه سه قطری نیست
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۱5

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات سهموی

𝑔
𝑡

𝑓(𝑥)

𝜕
𝜙𝜕
𝑥

𝑙 ,𝑡
=

ℎ
𝑡

𝜙 0 , 𝑡 = 𝜙 ቚ
𝑥=𝑥1

𝑡=𝑡𝑛
= 𝜙1

𝑛 = 𝑔 𝑡𝑛

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑙 , 𝑡 =

𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑥=𝑥𝑁

𝑡=𝑡𝑛
=

𝜙𝑁+1
𝑛  − 𝜙𝑁−1

𝑛

2Δ𝑥
+ 𝑂 Δ𝑥2 = ℎ 𝑡𝑛

𝐵𝐶: ቐ
𝜙 0 , 𝑡 = 𝑔 𝑡

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑙 , 𝑡 = ℎ 𝑡

𝜙𝑁+1
𝑛 = 𝜙𝑁−1

𝑛 + 2ℎ 𝑡𝑛 Δ𝑥 

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑁−1
𝑛 − 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑁
𝑛 +

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑁+1 
𝑛 = −𝜙𝑁

𝑛−1 + 𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥2)

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑁−1
𝑛 − 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑁
𝑛 +

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 (𝜙𝑁−1
𝑛 +2ℎ 𝑡𝑛 Δ𝑥)  = −𝜙𝑁

𝑛−1

نیومنمرزیشرط–اویلرضمنیروش

مجازینقطهروش

𝑁



دانشگاه صنعتی شریف
۱6

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات سهموی

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑁−1
𝑛 − 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑁
𝑛 +

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑁−1
𝑛 +

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 2ℎ 𝑡𝑛 Δ𝑥 = −𝜙𝑁
𝑛−1

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑁−1
𝑛 − 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑁
𝑛 = −𝜙𝑁

𝑛−1 −
2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥
ℎ 𝑡𝑛

1 0
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

⋱ ⋱ ⋱
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝜙1
𝑛

𝜙2
𝑛

𝜙3
𝑛

⋮
𝜙𝑁−1

𝑛

𝜙𝑁
𝑛

=

𝑔(𝑡𝑛)

−𝜙2
𝑛−1

−𝜙3
𝑛−1

⋮
−𝜙𝑁−1

𝑛−1

−𝜙𝑁
𝑛−1 −

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥
ℎ 𝑡𝑛

نیومنمرزیشرط–اویلرضمنیروش

مجازینقطهروش
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۱7

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات سهموی

𝑔
𝑡

𝑓(𝑥)

𝑎
𝜙

𝑙 ,𝑡
+

𝑏
𝜕

𝜙𝜕
𝑥

𝑙 ,𝑡
=

ℎ
𝑡

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
𝜙𝑁−1

𝑛 − 1 +
2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
𝜙𝑁

𝑛 +
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
𝜙𝑁+1 

𝑛 = −𝜙𝑁
𝑛−1 + 𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥2)

𝐵𝐶: ቐ
𝜙 0 , 𝑡 = 𝑔 𝑡

𝑎𝜙 𝑙 , 𝑡 + 𝑏
𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑙 , 𝑡 = ℎ 𝑡

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑙 , 𝑡 =

𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑥=𝑥𝑁

𝑡=𝑡𝑛
=

𝜙𝑁+1
𝑛  − 𝜙𝑁−1

𝑛

2Δ𝑥
+ 𝑂 Δ𝑥2

𝜙 𝑙 , 𝑡 = 𝜙 ቚ
𝑥=𝑥𝑁

𝑡=𝑡𝑛
= 𝜙𝑁

𝑛

𝜙𝑁+1
𝑛 = 𝜙𝑁−1

𝑛 +
2Δ𝑥

𝑏
(ℎ 𝑡𝑛  − 𝑎𝜙𝑁

𝑛 ) 

𝜙 0 , 𝑡 = 𝜙 ቚ
𝑥=𝑥1

𝑡=𝑡𝑛
= 𝜙1

𝑛 = 𝑔 𝑡𝑛  

𝑎𝜙𝑁
𝑛 + 𝑏

𝜙𝑁+1
𝑛  − 𝜙𝑁−1

𝑛

2Δ𝑥
= ℎ 𝑡𝑛

رابینمرزیشرط–اویلرضمنیروش

مجازینقطهروش

𝑁
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۱8

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات سهموی

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑁−1
𝑛 − 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 (1 +
𝑎Δ𝑥

𝑏
) 𝜙𝑁

𝑛 = −𝜙𝑁
𝑛−1 −

2𝛼Δ𝑡

𝑏Δ𝑥
ℎ 𝑡𝑛

1 0
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

⋱ ⋱ ⋱
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
(1 +

𝑎Δ𝑥

𝑏
)

𝜙1
𝑛

𝜙2
𝑛

𝜙3
𝑛

⋮
𝜙𝑁−1

𝑛

𝜙𝑁
𝑛

=

𝑔(𝑡𝑛)

−𝜙2
𝑛−1

−𝜙3
𝑛−1

⋮
−𝜙𝑁−1

𝑛−1

−𝜙𝑁
𝑛−1 −

2𝛼Δ𝑡

𝑏Δ𝑥
ℎ 𝑡𝑛

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
𝜙𝑁−1

𝑛 − 1 +
2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
𝜙𝑁

𝑛 +
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
𝜙𝑁−1

𝑛 +
2Δ𝑥

𝑏
(ℎ 𝑡𝑛  − 𝑎𝜙𝑁

𝑛 ) = −𝜙𝑁
𝑛−1

رابینمرزیشرط–اویلرضمنیروش

مجازینقطهروش
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۱9

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات سهموی

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 𝑡 ≥ 0

𝑓(𝑥)

𝑑𝜙𝑖

𝑑𝑡
= 𝛼

𝜙𝑖+1  − 2𝜙𝑖 + 𝜙𝑖−1

Δ𝑥2
+ 𝑂 Δ𝑥2 تهنیمه گسس

𝑑𝜙𝑖

𝑑𝑡
ቚ
𝑡𝑛

= 𝑅𝑖
𝑛

𝜙 = 𝜙(𝑥, 𝑡) 𝜙𝑖 
𝑛 = 𝜙(𝑥𝑖 , 𝑡𝑛)

𝜕𝜙

𝜕𝑡
ቚ
𝑥𝑖

𝑡𝑛
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 ቚ
𝑥𝑖

𝑡𝑛

𝑑𝜙𝑖

𝑑𝑡
ቚ
𝑡𝑛

= 𝛼
𝜙𝑖+1

𝑛  − 2𝜙𝑖 
𝑛 + 𝜙𝑖−1

𝑛

Δ𝑥2 + 𝑂 Δ𝑥2

𝑁

𝑅𝑖
𝑛 = 𝛼

𝜙𝑖+1
𝑛  − 2𝜙𝑖 

𝑛 + 𝜙𝑖−1
𝑛

Δ𝑥2

𝑑𝜙𝑖

𝑑𝑡
ቚ
𝑡𝑛

= ?



دانشگاه صنعتی شریف
2۰

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات سهموی

𝑓(𝑥)

اویلرضمنیروش

شرط پایداری

بدون قید و شرط پایدار

𝑁

زمانانتگرال گیرییازمانگسسته سازیروش های

𝑓(𝑥)

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 ≤
1

2

اویلرصریحروش

شرط پایداری

یزیکمثبت بودن تمامی ضرایب جهت تطبیق با ف

𝑁

𝑑𝜙𝑖

𝑑𝑡
ቚ
𝑡𝑛

=
𝜙𝑖

𝑛  − 𝜙𝑖 
𝑛−1

Δ𝑡
+ 𝑂(Δ𝑡)

𝑑𝜙𝑖

𝑑𝑡
ቚ
𝑡𝑛

=
𝜙𝑖

𝑛+1  − 𝜙𝑖 
𝑛

Δ𝑡
+ 𝑂(Δ𝑡)

𝑑𝜙𝑖

𝑑𝑡
ቚ
𝑡𝑛

= 𝑅𝑖
𝑛 Δ𝜙𝑖 = 𝑅𝑖

𝑛Δ𝑡
Δ𝜙𝑖

Δ𝑡
= 𝑅𝑖

𝑛
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2۱

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات سهموی

مرزیشرایطواولیهشرط
𝜙 𝑥 , 0 = 𝑓(𝑥)شرط اولیه 𝜙𝑖

1 = 𝑓(𝑥𝑖)

𝑔
𝑡

𝜕
𝜙𝜕
𝑥

=
ℎ

𝑡

𝑓(𝑥)

𝜙𝑁+1
𝑛 = 𝜙𝑁−1

𝑛 + 2ℎ 𝑡𝑛 Δ𝑥 

𝑁

𝑔
𝑡

𝑓(𝑥) 𝑁

𝜕
𝜙𝜕
𝑥

=
ℎ

𝑡

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑙 , 𝑡 =

𝜙𝑁+1
𝑛  − 𝜙𝑁−1

𝑛

2Δ𝑥
= ℎ 𝑡𝑛

𝜙𝑁
𝑛+1 =

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑁−1
𝑛 + 1 −

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑁
𝑛 +

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑁+1 
𝑛2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑁−1
𝑛 − 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑁
𝑛 = −𝜙𝑁

𝑛−1 −
2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥
ℎ 𝑡𝑛

اویلرضمنیروش اویلرصریحروش
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22

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات سهموی

𝑓(𝑥)

𝑑𝜙𝑖(Runge-Kutta)کوتا-رانجصریحروش

𝑑𝑡
ቚ
𝑡𝑛

= 𝑅𝑖
𝑛

𝜙
𝑖

𝑛+
1
2 − 𝜙𝑖

𝑛

Δ Τ𝑡 2
= 𝑅𝑖

𝑛

𝜙𝑖
𝑛+1 − 𝜙𝑖

𝑛

Δ𝑡
= 𝑅

𝑖

𝑛+
1
2

→ 𝑂 Δ𝑡2RK2

𝑁

→ 𝑂 Δ𝑡3RK3

→ 𝑂 Δ𝑡4RK4
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23

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات سهموی

𝑓(𝑥)

(Crank-Nicolson)نیکلسون-کرنکضمنیروش

𝑁

𝑑𝜙𝑖

𝑑𝑡
ቚ
𝑡𝑛

= 𝑅𝑖
𝑛

𝜙𝑖
𝑛+1 − 𝜙𝑖

𝑛

Δ𝑡
=

1

2
𝑅𝑖

𝑛 + 𝑅𝑖
𝑛+1

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
𝜙𝑖

𝑛+1 − 𝜙𝑖
𝑛

Δ𝑡
=

𝛼

2

𝜙𝑖+1
𝑛 − 2𝜙𝑖

𝑛 + 𝜙𝑖−1
𝑛

Δ𝑥2 +
𝜙𝑖+1

𝑛+1 − 2𝜙𝑖
𝑛+1 + Φ𝑖−1

𝑛+1

Δ𝑥2

𝜙
𝑖

𝑛+
1
2 − 𝜙

𝑖

𝑛−
1
2

Δ𝑡
=

1

2
𝑅

𝑖

𝑛−
1
2 + 𝑅

𝑖

𝑛+
1
2

→ 𝑂 Δ𝑡2

𝜙𝑖
𝑛+1 −

Δ𝑡

2
𝑅𝑖

𝑛+1 = 𝜙𝑖
𝑛 +

Δ𝑡

2
𝑅𝑖

𝑛

−
𝛼Δ𝑡

2Δ𝑥2
𝜙𝑖+1

𝑛+1 + 1 +
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
𝜙𝑖

𝑛+1 −
𝛼Δ𝑡

2Δ𝑥2
𝜙𝑖−1

𝑛+1 = 1 −
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
𝜙𝑖

𝑛 +
𝛼Δ𝑡

2Δ𝑥2
𝜙𝑖−1

𝑛 +
𝛼Δ𝑡

2Δ𝑥2
𝜙𝑖+1

𝑛
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2۴

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات سهموی

𝑓(𝑥)

نیکلسون-کرنکضمنیروش

𝑁

𝑛 → 𝑛 +
1

2

𝑛 +
1

2
→ 𝑛 + 1

𝜙
𝑖

𝑛+
1
2 − 𝜙𝑖

𝑛

Δ Τ𝑡 2
= 𝑅𝑖

𝑛

𝜙𝑖
𝑛+1 − 𝜙

𝑖

𝑛+
1
2

Δ Τ𝑡 2
= 𝑅𝑖

𝑛+1

اویلرصریحروش

اویلرضمنیروش

𝜙
𝑖

𝑛+
1
2 − 𝜙𝑖

𝑛

Δ Τ𝑡 2
= 𝛼

𝜙𝑖+1
𝑛 − 2𝜙𝑖

𝑛 + 𝜙𝑖−1
𝑛

Δ𝑥2

𝜙𝑖
𝑛+1 − 𝜙

𝑖

𝑛+
1
2

Δ Τ𝑡 2
= 𝛼

𝜙𝑖+1
𝑛+1 − 2𝜙𝑖

𝑛+1 + 𝜙𝑖−1
𝑛+1

Δ𝑥2
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25

ت
دلا

معا
دل

م

حل دستگاه معادلاتمعادلات سهموی

(Thomas)توماسالگوریتم

ൣ𝐴]𝑁×𝑁[𝑋]𝑁×1 = [𝐷]𝑁×1 ⇒ 𝑋 = 𝐴−1𝐷 𝐴−1 → 𝑂 𝑁3 تقریبیروش های

𝑏1 𝑐1

𝑎2 𝑏2 𝑐2

𝑎3 𝑏3 𝑐3

⋱ ⋱ ⋱
𝑎𝑁−1 𝑏𝑁−1 𝑐𝑁−1

𝑎𝑁 𝑏𝑁

𝑥1

𝑥2

𝑥3

⋮
𝑥𝑁−1

𝑥𝑁

=

𝑑1

𝑑2

𝑑3

⋮
𝑑𝑁−1

𝑑𝑁

قطریسهماتریسبرایدقیقحل

1 𝛾1

0 1 𝛾2

0 1 𝛾3

⋱ ⋱ ⋱
0 1 𝛾𝑁−1

0 1

𝑥1

𝑥2

𝑥3

⋮
𝑥𝑁−1

𝑥𝑁

=

𝜌1

𝜌2

𝜌3

⋮
𝜌𝑁−1

𝜌𝑁
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ت
دلا

معا
دل

م

حل دستگاه معادلاتمعادلات سهموی

توماسالگوریتم

𝑥2 + 𝛾2𝑥3 = 𝜌2

−

𝑏1 𝑐1

𝑎2 𝑏2 𝑐2

𝑎3 𝑏3 𝑐3

⋱ ⋱ ⋱
𝑎𝑁−1 𝑏𝑁−1 𝑐𝑁−1

𝑎𝑁 𝑏𝑁

𝑥1

𝑥2

𝑥3

⋮
𝑥𝑁−1

𝑥𝑁

=

𝑑1

𝑑2

𝑑3

⋮
𝑑𝑁−1

𝑑𝑁

𝑎2

𝑏1
𝑏1𝑥1 + 𝑐1𝑥2 = 𝑑1 𝑎2𝑥1 +

𝑎2𝑐1

𝑏1
𝑥2 =

𝑎2𝑑1

𝑏1

𝑏2 −
𝑎2𝑐1

𝑏1
𝑥2 + 𝑐2𝑥3 = 𝑑2 −

𝑎2𝑑1

𝑏1

𝑏1𝑥1 + 𝑐1𝑥2 = 𝑑1
𝑎2𝑥1 + 𝑏2𝑥2 + 𝑐2𝑥3 = 𝑑2

𝑥2 +
𝑐2𝑏1

𝑏2𝑏1 − 𝑎2𝑐1
𝑥3 =

𝑏1𝑑2 − 𝑎2𝑑1

𝑏2𝑏1 − 𝑎2𝑐1

𝑥1 + 𝛾1𝑥2 = 𝜌1

𝑥1 +
𝑐1

𝑏1
𝑥2 =

𝑑1

𝑏1
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ت
دلا

معا
دل

م

حل دستگاه معادلاتمعادلات سهموی

توماسالگوریتم

𝑥2 + 𝛾2𝑥3 = 𝜌2

−

1 𝛾1 = 𝑐1/𝑏1

0 1 𝛾2

𝑎3 𝑏3 𝑐3

⋱ ⋱ ⋱
𝑎𝑁−1 𝑏𝑁−1 𝑐𝑁−1

𝑎𝑁 𝑏𝑁

𝑥1

𝑥2

𝑥3

⋮
𝑥𝑁−1

𝑥𝑁

=

𝜌1 = 𝑑1/𝑏1

𝜌2

𝑑3

⋮
𝑑𝑁−1

𝑑𝑁

𝑎3 𝑥2 + 𝛾2𝑥3 = 𝜌2 𝑎3𝑥2 + 𝑎3𝛾2𝑥3 = 𝑎3𝜌2

𝑏3 − 𝑎3𝛾2 𝑥2 + 𝑐3𝑥4 = 𝑑3 − 𝑎3𝜌2

𝑥3 +
𝑐3

𝑏3 − 𝑎3𝛾2
𝑥4 =

𝑑3 − 𝑎3𝜌2

𝑏3 − 𝑎3𝛾2

𝑎3𝑥2 + 𝑏3𝑥3 + 𝑐3𝑥4 = 𝑑3

𝑥3 + 𝛾3𝑥4 = 𝜌3
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ت
دلا

معا
دل

م

حل دستگاه معادلاتمعادلات سهموی

1توماسالگوریتم 𝛾1

0 1 𝛾2

0 1 𝛾3

⋱ ⋱ ⋱
0 1 𝛾𝑁−1

0 1

𝑥1

𝑥2

𝑥3

⋮
𝑥𝑁−1

𝑥𝑁

=

𝜌1

𝜌2

𝜌3

⋮
𝜌𝑁−1

𝜌𝑁

𝛾𝑖 =

𝑐𝑖

𝑏𝑖
,  𝑖 = 1 

𝑐𝑖

𝑏𝑖 − 𝑎𝑖𝛾𝑖−1
,  𝑖 = 2,3, … , 𝑁

𝜌𝑖 =

𝑑𝑖

𝑏𝑖
,  𝑖 = 1 

𝑑𝑖 −𝑎𝑖 𝜌𝑖−1

𝑏𝑖 − 𝑎𝑖𝛾𝑖−1
,  𝑖 = 2,3, … , 𝑁

𝑥𝑖 = ቊ
𝜌𝑖 ,  𝑖 = 𝑁 

𝜌𝑖 − 𝛾𝑖𝑥𝑖+1,  𝑖 = 1,2, … , 𝑁 − 1

𝑥𝑁=𝜌𝑁

𝑥i + 𝛾i𝑥i+1 = 𝜌𝑖
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ت
دلا

معا
دل

م

حجم محدودمعادلات سهموی

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 𝑡 ≥ 0

𝑓(𝑥)

تهنیمه گسس

𝑑 ത𝜙

𝑑𝑡
ቚ
𝑡𝑛

= 𝛼
ത𝜙𝑖+1

𝑛 − 2 ത𝜙𝑖 
𝑛 + ത𝜙𝑖−1

𝑛

Δ𝑥2 + 𝑂 Δ𝑥2

𝑁

𝜕𝜙

𝜕𝑡
−

𝜕

𝜕x
𝛼

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 0

1

Δ𝑥
න

𝜕𝜙

𝜕𝑡
𝑑𝑥 −

1

Δ𝑥
න

𝜕

𝜕𝑥
𝛼

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑑𝑥 = 0

𝑑 ത𝜙𝑖

𝑑𝑡
−

𝛼

Δ𝑥
ቤ

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑒

− ቤ
𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑤

= 0 ቤ
𝑑𝜙

𝑑𝑥
𝑒

=
ത𝜙𝑖+1  − ത𝜙𝑖

Δ𝑥
+ 𝑂 Δ𝑥2

𝑑 ത𝜙

𝑑𝑡
= 𝛼

ത𝜙𝑖+1 − 2 ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖−1

Δ𝑥2 + 𝑂 Δ𝑥2

𝑑 ത𝜙

𝑑𝑡
ቚ
𝑡𝑛

=?
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3۰

ت
دلا

معا
دل

م

معادلات سهموی

𝑑 ത𝜙

𝑑𝑡
=

ത𝜙𝑖
𝑛+1 − ത𝜙𝑖

𝑛

Δ𝑡
+ 𝑂(Δ𝑡)

ത𝜙𝑖
𝑛+1 − ത𝜙𝑖

𝑛

Δ𝑡
+ 𝑂 Δ𝑡 = 𝛼

ത𝜙𝑖+1
𝑛 − 2 ത𝜙𝑖

𝑛 + ത𝜙𝑖−1
𝑛

Δ𝑥2 + 𝑂(Δ𝑥2)

شروگسسته سازی پی

ത𝜙𝑖
𝑛+1 =

𝑎Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑖+1

𝑛 + 1 −
2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑖

𝑛 +
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑖−1

𝑛 + 𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥2)

ത𝜙𝑖
𝑛+1 = ത𝜙𝑖 

𝑛 +
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑖+1

𝑛  − 2 ത𝜙𝑖 
𝑛 + ത𝜙𝑖−1

𝑛 + 𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥2)

اویلرصریحروش

𝑓(𝑥) 𝑁

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 ≤
1

2

شرط پایداری

یزیکمثبت بودن تمامی ضرایب جهت تطبیق با ف

حجم محدود
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ت
دلا

معا
دل

م

معادلات سهموی

محدودحجم

𝑥

𝜙

𝜙𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡

𝜙𝑛𝑢𝑚

𝑥𝑖

𝑒𝑖

𝑥

𝜙

𝜙𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡

ത𝜙𝑛𝑢𝑚

𝑥𝑖

𝑒𝑖

محدودتفاضل

حجم محدود
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ت
دلا

معا
دل

م

معادلات سهموی

هدیریشلمرزیشرط–اویلرصریحروش

𝐵𝐶: ቊ
𝜙 0 , 𝑡 = 𝑔 𝑡

𝜙 𝑙 , 𝑡 = ℎ 𝑡

𝜙 0 , 𝑡 = 𝜙𝑤 ቚ
𝑖=1

𝑡=𝑡𝑛
= 𝑔 𝑡𝑛  

𝜙 𝑙 , 𝑡 = 𝜙𝑒 ቚ
𝑖=𝑁

𝑡=𝑡𝑛
= ℎ 𝑡𝑛  

൝
ത𝜙1

𝑛 = 𝑔 𝑡𝑛  
ത𝜙𝑁

𝑛 = ℎ 𝑡𝑛  

𝑓(𝑥) 𝑁

𝑔
𝑡

ℎ
𝑡

یکسوتفاضلیروش

൝
𝜙𝑤 = ത𝜙𝑖 + 𝑂(Δ𝑥) 

𝜙𝑒 = ത𝜙𝑖−1 + 𝑂(Δ𝑥) 
اولمرتبه

دوممرتبه 𝜙𝑤 =
3 ത𝜙𝑖 − ത𝜙𝑖+1

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)

𝜙𝑒 =
− ത𝜙𝑖−1 + 3 ത𝜙𝑖

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)

3 ത𝜙1
𝑛 − ത𝜙2

𝑛

2
= 𝑔 𝑡𝑛

3 ത𝜙𝑁
𝑛 − ത𝜙𝑁−1

𝑛

2
= ℎ 𝑡𝑛  

ത𝜙1
𝑛 =

2𝑔 𝑡𝑛 + ത𝜙2
𝑛

3

ത𝜙𝑁
𝑛 =

2ℎ 𝑡𝑛 + ത𝜙𝑁−1
𝑛

3

حجم محدود
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ت
دلا

معا
دل

م

معادلات سهموی

هدیریشلمرزیشرط–اویلرصریحروش
𝐵𝐶: ቊ

𝜙 0 , 𝑡 = 𝑔 𝑡

𝜙 𝑙 , 𝑡 = ℎ 𝑡

𝜙 0 , 𝑡 = 𝜙𝑤 ቚ
𝑖=1

𝑡=𝑡𝑛
= 𝑔 𝑡𝑛  

𝜙 𝑙 , 𝑡 = 𝜙𝑒 ቚ
𝑖=𝑁

𝑡=𝑡𝑛
= ℎ 𝑡𝑛  

𝑓(𝑥) 𝑁

𝑔
𝑡

ℎ
𝑡

(Ghost cell)مجازیسلولروش

𝜙𝑤 =
ത𝜙𝑖−1 + ത𝜙𝑖

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)

𝜙𝑒 =
ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖+1

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)

ത𝜙0
𝑛 + ത𝜙1

𝑛

2
= 𝑔 𝑡𝑛

ത𝜙𝑁
𝑛 + ത𝜙𝑁+1

𝑛

2
= ℎ 𝑡𝑛  

൝
ത𝜙0

𝑛 = 2𝑔 𝑡𝑛 − ത𝜙1
𝑛

ത𝜙𝑁+1
𝑛 = 2ℎ 𝑡𝑛 − ത𝜙𝑁

𝑛

ത𝜙1
𝑛+1 =

𝑎Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙2

𝑛 + 1 −
2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙1

𝑛 +
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
2𝑔 𝑡𝑛 − ത𝜙1

𝑛 + 𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥2) 

ത𝜙𝑁
𝑛+1 =

𝑎Δ𝑡

Δ𝑥2 (2ℎ 𝑡𝑛 − ത𝜙𝑁
𝑛) + 1 −

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑁

𝑛 +
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑁−1

𝑛 + 𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥2) 

ത𝜙1
𝑛+1 =

𝑎Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙2

𝑛 + 1 −
3𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙1

𝑛 +
2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝑔 𝑡𝑛

ത𝜙𝑁
𝑛+1 = 1 −

3𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑁

𝑛 +
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑁−1

𝑛 +
2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 ℎ 𝑡𝑛

حجم محدود
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ت
دلا

معا
دل

م

معادلات سهموی

نیومنمرزیشرط–اویلرصریحروش

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑙 , 𝑡 =

𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑒

ቚ
𝑖=𝑁

𝑡=𝑡𝑛
= ℎ 𝑡𝑛

𝑓(𝑥) 𝑁

𝑔
𝑡

مجازیسلولروش

ത𝜙𝑁
𝑛+1 =

𝑎Δ𝑡

Δ𝑥2 (ℎ 𝑡𝑛 Δ𝑥 + ത𝜙𝑁
𝑛 ) + 1 −

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑁

𝑛 +
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑁−1

𝑛 + 𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥2)

𝜕
𝜙𝜕
𝑥

=
ℎ

𝑡

ത𝜙𝑁+1
𝑛 = ℎ 𝑡𝑛 Δ𝑥 + ത𝜙𝑁

𝑛

𝐵𝐶:
𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑙 , 𝑡 = ℎ 𝑡

𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑒

=
ത𝜙𝑖+1 − ത𝜙𝑖

Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2)

ത𝜙𝑁+1
𝑛 − ത𝜙𝑁

𝑛

Δ𝑥
= ℎ 𝑡𝑛

ത𝜙𝑁
𝑛+1 = 1 −

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑁

𝑛 +
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑁−1

𝑛 +
𝑎Δ𝑡

Δ𝑥
ℎ 𝑡𝑛

حجم محدود



دانشگاه صنعتی شریف
35

ت
دلا

معا
دل

م

معادلات سهموی

نیومنمرزیشرط–اویلرصریحروش

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑙 , 𝑡 =

𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑒

ቚ
𝑖=𝑁

𝑡=𝑡𝑛
= ℎ 𝑡𝑛

𝑓(𝑥) 𝑁

𝑔
𝑡

گسسته سازیازقبلمرزیشرطاعمالروش

𝜕
𝜙𝜕
𝑥

=
ℎ

𝑡
𝐵𝐶:

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑙 , 𝑡 = ℎ 𝑡

𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑤

=
ത𝜙𝑖 − ത𝜙𝑖−1

Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2)

𝑑 ത𝜙𝑖

𝑑𝑡
−

𝛼

Δ𝑥
ቤ

𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑥
𝑒

− ቤ
𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑥
𝑤

= 0
𝑑 ത𝜙𝑁

𝑑𝑡
−

𝛼

Δ𝑥
ቤ

𝜕𝜙𝑁

𝜕𝑥
𝑒

− ቤ
𝜕𝜙𝑁

𝜕𝑥
𝑤

= 0

𝑑 ത𝜙𝑁

𝑑𝑡
−

𝛼

Δ𝑥
ℎ 𝑡𝑛 − ቤ

𝜕𝜙𝑁

𝜕𝑥
𝑤

= 0

ത𝜙𝑁
𝑛+1 − ത𝜙𝑁

𝑛

Δ𝑡
=

𝛼

Δ𝑥
ℎ 𝑡𝑛 −

ത𝜙𝑁
𝑛 − ത𝜙𝑁−1

𝑛

Δ𝑥

ത𝜙𝑁
𝑛+1 = 1 −

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑁

𝑛 +
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑁−1

𝑛 +
𝑎Δ𝑡

Δ𝑥
ℎ 𝑡𝑛

حجم محدود
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ت
دلا

معا
دل

م

معادلات سهموی

اولیهشرط

𝑓(𝑥) 𝑁

𝑔
𝑡

𝜕
𝜙𝜕
𝑥

=
ℎ

𝑡

𝐼𝐶: 𝜙 𝑥 , 0 = 𝑓(𝑥)

ത𝜙𝑖
1 =?

ത𝜙𝑖 =
1

Δ𝑥 
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒

𝜙d𝑥

ത𝜙𝑖
1 =

1

Δ𝑥 
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒

𝜙(𝑥, 0)d𝑥 =
1

Δ𝑥 
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒

𝑓(𝑥)d𝑥 = ҧ𝑓𝑖

ത𝜙𝑖(𝑡) =
1

Δ𝑥 
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒

𝜙(𝑥, 𝑡)d𝑥

ത𝜙𝑖
1 = ҧ𝑓𝑖

ҧ𝑓𝑖 =
1

6
(𝑓𝑤 + 𝑓𝑐 + 𝑓𝑒) + 𝑂(Δ𝑥4)

ҧ𝑓𝑖 = 𝑓𝑐 + 𝑂 Δ𝑥2 ത𝜙𝑖
1 = 𝑓𝑖,𝑐

حجم محدود
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ت
دلا

معا
دل

م

معادلات سهموی

𝑑 ത𝜙

𝑑𝑡
=

ത𝜙𝑖
𝑛 − ത𝜙𝑖

𝑛−1

Δ𝑡
+ 𝑂(Δ𝑡)

ത𝜙𝑖
𝑛 − ത𝜙𝑖

𝑛−1

Δ𝑡
+ 𝑂 Δ𝑡 = 𝛼

ത𝜙𝑖+1
𝑛 − 2 ത𝜙𝑖

𝑛 + ത𝜙𝑖−1
𝑛

Δ𝑥2 + 𝑂(Δ𝑥2)

روگسسته سازی پس
اویلرضمنیروش

𝑓(𝑥) 𝑁

شرط پایداری

بدون قید و شرط پایدار

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑖−1

𝑛 − 1 +
2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑖

𝑛 +
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑖+1

𝑛 = − ത𝜙𝑖
𝑛−1 + 𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥2)

? ?
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

⋱ ⋱ ⋱
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

? ?

ത𝜙1
𝑛

ത𝜙2
𝑛

ത𝜙3
𝑛

⋮
ത𝜙𝑁−1

𝑛

ത𝜙𝑁
𝑛

=

?
− ത𝜙2

𝑛−1

− ത𝜙3
𝑛−1

⋮
− ത𝜙𝑁−1

𝑛−1

?

حجم محدود
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ت
دلا

معا
دل

م

معادلات سهموی

:𝐵𝐶هدیریشلمرزیشرط–اویلرضمنیروش ቊ
𝜙 0 , 𝑡 = 𝑔 𝑡

𝜙 𝑙 , 𝑡 = ℎ 𝑡

𝑓(𝑥) 𝑁

𝑔
𝑡

ℎ
𝑡

مجازیسلولروش

൝
ത𝜙0

𝑛 = 2𝑔 𝑡𝑛 − ത𝜙1
𝑛

ത𝜙𝑁+1
𝑛 = 2ℎ 𝑡𝑛 − ത𝜙𝑁

𝑛

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙0

𝑛 − 1 +
2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙1

𝑛 +
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙2

𝑛 = − ത𝜙1
𝑛−1

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑖−1

𝑛 − 1 +
2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑖

𝑛 +
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑖+1

𝑛 = − ത𝜙𝑖
𝑛−1 + 𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥2)

− 1 +
3𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙1

𝑛 +
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙2

𝑛 = − ത𝜙1
𝑛−1 −

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝑔 𝑡𝑛

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 (2𝑔 𝑡𝑛 − ത𝜙1
𝑛) − 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙1

𝑛 +
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙2

𝑛 = − ത𝜙1
𝑛−1

حجم محدود
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ت
دلا

معا
دل

م

معادلات سهموی

هدیریشلمرزیشرط–اویلرضمنیروش

𝛼Δ𝑡مجازیسلولروش

Δ𝑥2
ത𝜙𝑁−1

𝑛 − 1 +
3𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑁

𝑛 = − ത𝜙𝑁
𝑛−1 −

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 ℎ 𝑡𝑛

− 1 +
3𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

⋱ ⋱ ⋱
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

3𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

ത𝜙1
𝑛

ത𝜙2
𝑛

ത𝜙3
𝑛

⋮
ത𝜙𝑁−1

𝑛

ത𝜙𝑁
𝑛

=

− ത𝜙1
𝑛−1 −

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
𝑔 𝑡𝑛

− ത𝜙2
𝑛−1

− ത𝜙3
𝑛−1

⋮
− ത𝜙𝑁−1

𝑛−1

− ത𝜙𝑁
𝑛−1 −

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ℎ 𝑡𝑛  

− 1 +
3𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙1

𝑛 +
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙2

𝑛 = − ത𝜙1
𝑛−1 −

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝑔 𝑡𝑛

حجم محدود
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۴۰

ت
دلا

معا
دل

م

معادلات سهموی

نیومنمرزیشرط–اویلرضمنیروش

𝑓(𝑥) 𝑁

𝑔
𝑡

ℎ
𝑡

مجازیسلولروش

൝
ത𝜙0

𝑛 = 2𝑔 𝑡𝑛 − ത𝜙1
𝑛

ത𝜙𝑁+1
𝑛 = ℎ 𝑡𝑛 Δ𝑥 + ത𝜙𝑁

𝑛  

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑁−1

𝑛 − 1 +
2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑁

𝑛 +
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑁+1

𝑛 = − ത𝜙𝑁
𝑛−1

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑖−1

𝑛 − 1 +
2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑖

𝑛 +
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑖+1

𝑛 = − ത𝜙𝑖
𝑛−1 + 𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥2)

𝐵𝐶: ቐ
𝜙 0 , 𝑡 = 𝑔 𝑡

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑙 , 𝑡 = ℎ 𝑡

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑁−1

𝑛 − 1 +
2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑁

𝑛 +
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 (ℎ 𝑡𝑛 Δ𝑥 + ത𝜙𝑁
𝑛 ) = − ത𝜙𝑁

𝑛−1

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑁−1

𝑛 − 1 +
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑁

𝑛 = − ത𝜙𝑁
𝑛−1 −

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥
ℎ 𝑡𝑛

حجم محدود
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۴۱

ت
دلا

معا
دل

م

معادلات سهموی

نیومنمرزیشرط–اویلرضمنیروش

مرزیشرطمستقیماعمالیامجازیسلولروش

− 1 +
3𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

⋱ ⋱ ⋱
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
− 1 +

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

ത𝜙1
𝑛

ത𝜙2
𝑛

ത𝜙3
𝑛

⋮
ത𝜙𝑁−1

𝑛

ത𝜙𝑁
𝑛

=

− ത𝜙1
𝑛−1 −

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
𝑔 𝑡𝑛

− ത𝜙2
𝑛−1

− ത𝜙3
𝑛−1

⋮
− ത𝜙𝑁−1

𝑛−1

− ത𝜙𝑁
𝑛−1 −

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥
ℎ 𝑡𝑛

− 1 +
3𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙1

𝑛 +
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙2

𝑛 = − ത𝜙1
𝑛−1 −

2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝑔 𝑡𝑛

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑁−1

𝑛 − 1 +
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ത𝜙𝑁

𝑛 = − ത𝜙𝑁
𝑛−1 −

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥
ℎ 𝑡𝑛

شدنخواهدقطریسه:یکطرفهتفاضلروش
d𝜙

d𝑥
ቚ
𝑒,𝑖

=
ത𝜙𝑖−2 − 3 ത𝜙𝑖−1 + ത𝜙𝑖

Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2)

حجم محدود
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۴2

ت
دلا

معا
دل

م

(در مکان)معادلات دو بعدی معادلات سهموی

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙1
𝑡 ≥ 0

𝐼𝐶: 𝜙 𝑥, 𝑦 , 0 = 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝐵𝐶: ൞

𝜙 0, 𝑦 , 𝑡 = 𝑔 𝑦, 𝑡

𝜙 𝑙1, 𝑦 , 𝑡 = ℎ 𝑦, 𝑡

𝜙 𝑥, 𝑙2 , 𝑡 = 𝑣 𝑥, 𝑡

𝐵𝐶:
𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑙1 , 𝑦 , 𝑡 = ℎ 𝑦 , 𝑡

𝐵𝐶: 𝑎𝜙 𝑙1 , 𝑦 , 𝑡 + 𝑏
𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑙1 , 𝑦 , 𝑡 = ℎ 𝑦 , 𝑡

:وضعخوش

(تابعمقدارروی)اولیهشرط✓

مرزیشرایط✓

0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑙2
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۴3

ت
دلا

معا
دل

م

(در مکان)معادلات دو بعدی معادلات سهموی

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙1
𝑡 ≥ 0

0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑙2

d𝜙𝑖,𝑗محدودتفاضل

d𝑡
ቚ
𝑡𝑛

= 𝛼
𝜙𝑖,𝑗−1

𝑛 − 2𝜙𝑖,𝑗
𝑛 + 𝜙𝑖,𝑗+1

𝑛

Δ𝑦2 +
𝜙𝑖−1,𝑗

𝑛 − 2𝜙𝑖,𝑗
𝑛 + 𝜙𝑖+1,𝑗

𝑛

Δ𝑥2

dمحدودحجم ത𝜙𝑖,𝑗

d𝑡
ቚ
𝑡𝑛

= 𝛼
ത𝜙𝑖,𝑗−1

𝑛 − 2 ത𝜙𝑖,𝑗
𝑛 + ത𝜙𝑖,𝑗+1

𝑛

Δ𝑦2 +
ത𝜙𝑖−1,𝑗

𝑛 − 2 ത𝜙𝑖,𝑗
𝑛 + ത𝜙𝑖+1,𝑗

𝑛

Δ𝑥2

d𝜙𝑖,𝑗

d𝑡
ቚ
𝑡𝑛

=

𝜙𝑖,𝑗
𝑛+1  − 𝜙𝑖,𝑗

𝑛

Δ𝑡

𝜙𝑖,𝑗
𝑛  − 𝜙𝑖,𝑗

𝑛−1

Δ𝑡

راویلصریحروش
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
+

𝛼Δ𝑡

Δ𝑦2
≤

1

2
پایداریشرط

بدون شرط پایدارراویلضمنیروش
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۴۴

ت
دلا

معا
دل

م

(در مکان)معادلات دو بعدی معادلات سهموی

بعدییک

حلمراحل

بعدیدو

𝑥

𝑦

𝑡
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۴5

ت
دلا

معا
دل

م

(در مکان)معادلات دو بعدی معادلات سهموی

لراویضمنیروشمحدود،تفاضل

𝑁

𝑀

𝜙𝑖,𝑗
𝑛  − 𝜙𝑖,𝑗

𝑛−1

Δ𝑡
= 𝛼

𝜙𝑖,𝑗−1
𝑛 − 2𝜙𝑖,𝑗

𝑛 + 𝜙𝑖,𝑗+1
𝑛

Δ𝑦2 +
𝜙𝑖−1,𝑗

𝑛 − 2𝜙𝑖,𝑗
𝑛 + 𝜙𝑖+1,𝑗

𝑛

Δ𝑥2

𝑟𝑥𝜙𝑖−1,𝑗
𝑛 + 𝑟𝑥𝜙𝑖+1,𝑗

𝑛 − (1 + 2𝑟𝑥 + 2𝑟𝑦)𝜙𝑖,𝑗
𝑛 + 𝑟𝑦𝜙𝑖,𝑗−1

𝑛 + 𝑟𝑦𝜙𝑖,𝑗+1
𝑛 = −𝜙𝑖,𝑗

𝑛−1

𝑟𝑥 =
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
𝑟𝑦 =

𝛼Δ𝑡

Δ𝑦2 𝑟 = 1 + 2𝑟𝑥 + 2𝑟𝑦

−𝑟 𝑟𝑥 𝑟𝑦

𝑟𝑥 −𝑟 𝑟𝑥 ⋱

𝑟𝑥 −𝑟 𝑟𝑥 𝑟𝑦

𝑟𝑥 −𝑟 𝑟𝑥 𝑟𝑦

⋱ ⋱ ⋱
𝑟𝑦 𝑟𝑥 −𝑟 𝑟𝑥

⋱ 𝑟𝑥 −𝑟 𝑟𝑥

𝑟𝑦 𝑟𝑥 −𝑟 𝑟𝑥

𝑟𝑦 𝑟𝑥 −𝑟

𝜙1,1
𝑛

𝜙2,1
𝑛

𝜙3,1
𝑛

⋮
𝜙𝑁−1,𝑀

𝑛

𝜙𝑁,𝑀
𝑛

=

𝑅1,1
𝑛

𝑅2,1
𝑛

𝑅3,1
𝑛

⋮
𝑅𝑁−1,𝑀

𝑛

𝑅𝑁,𝑀
𝑛

𝑅𝑖,𝑗
𝑛 = ൞

? 𝐵. 𝐶. ,  𝑖 = 1, 𝑁 or 𝑗 = 1, 𝑀

−𝜙𝑖,𝑗
𝑛−1,  otherwise

یماتریس پنج قطر

:برای نقاط غیر مرزی
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۴6

ت
دلا

معا
دل

م

(در مکان)معادلات دو بعدی معادلات سهموی

محدودتفاضل

ADIروش ضمنی جهت متناوب، 

(Alternating-Direction Implicit)

𝑥

𝑦

𝑡

𝑛 − 1

𝑛

𝑛 −
1

2

Δ𝑡

2

Δ𝑡

2

𝑖, 𝑗

𝑖, 𝑗

𝑖, 𝑗

𝑖 + 1, 𝑗𝑖 − 1, 𝑗

𝑖, 𝑗 − 1

𝑖, 𝑗 + 1
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۴7

ت
دلا

معا
دل

م

(در مکان)معادلات دو بعدی معادلات سهموی

ADI𝜙روشمحدود،تفاضل
𝑖,𝑗

𝑛−
1
2  − 𝜙𝑖,𝑗

𝑛−1

Δ𝑡/2
= 𝛼

𝜙𝑖,𝑗−1
𝑛−1 − 2𝜙𝑖,𝑗

𝑛−1 + 𝜙𝑖,𝑗+1
𝑛−1

Δ𝑦2
+

𝜙
𝑖−1,𝑗

𝑛−
1
2 − 2𝜙

𝑖,𝑗

𝑛−
1
2 + 𝜙

𝑖+1,𝑗

𝑛−
1
2

Δ𝑥2

𝑟𝑥اولزمانیگام

2
𝜙

𝑖−1,𝑗

𝑛−
1
2 − (1 + 𝑟𝑥)𝜙

𝑖,𝑗

𝑛−
1
2 +

𝑟𝑥

2
𝜙

𝑖+1,𝑗

𝑛−
1
2 = −

𝑟𝑦

2
𝜙𝑖,𝑗−1

𝑛−1 − (1 − 𝑟𝑦)𝜙𝑖,𝑗
𝑛−1 −

𝑟𝑦

2
𝜙𝑖,𝑗+1

𝑛−1

− 1 + 𝑟𝑥

𝑟𝑥

2
𝑟𝑥

2
− 1 + 𝑟𝑥

𝑟𝑥

2
𝑟𝑥

2
− 1 + 𝑟𝑥

𝑟𝑥

2
⋱ ⋱ ⋱

𝑟𝑥

2
− 1 + 𝑟𝑥

𝑟𝑥

2
𝑟𝑥

2
− 1 + 𝑟𝑥

𝜙1,1

𝜙2,1

𝜙3,1

⋮

𝜙𝑁−1,𝑁

𝜙𝑁,𝑁

𝑛−
1
2

=

𝑅1,1

𝑅2,1

𝑅3,1

⋮

𝑅𝑁−1,𝑁

𝑅𝑁,𝑁

𝑛−
1
2

دستگاه سه قطری

𝑅
𝑖,𝑗

𝑛−
1
2 =

? 𝐵. 𝐶. ,  𝑖 = 1, 𝑁 or 𝑗 = 1, 𝑀

−
𝑟𝑦

2
𝜙𝑖,𝑗−1

𝑛−1 − (1 − 𝑟𝑦)𝜙𝑖,𝑗
𝑛−1 −

𝑟𝑦

2
𝜙𝑖,𝑗+1

𝑛−1 , otherwise

لزوم اصلاح ماتریس ضرایب

لزوم سازگاری با بردار مجهولات
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ت
دلا

معا
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م

(در مکان)معادلات دو بعدی معادلات سهموی

ADI𝜙𝑖,𝑗روشمحدود،تفاضل
𝑛  − 𝜙

𝑖,𝑗

𝑛−
1
2

Δ𝑡/2
= 𝛼

𝜙𝑖,𝑗−1
𝑛 − 2𝜙𝑖,𝑗

𝑛 + 𝜙𝑖,𝑗+1
𝑛

Δ𝑦2
+

𝜙
𝑖−1,𝑗

𝑛−
1
2 − 2𝜙

𝑖,𝑗

𝑛−
1
2 + 𝜙

𝑖+1,𝑗

𝑛−
1
2

Δ𝑥2

𝑟𝑦دومزمانیگام

2
𝜙𝑖,𝑗−1

𝑛 − (1 + 𝑟𝑦)𝜙𝑖,𝑗
𝑛 +

𝑟𝑦

2
𝜙𝑖,𝑗+1

𝑛 = −
𝑟𝑥

2
𝜙

𝑖−1,𝑗

𝑛−
1
2 − (1 − 𝑟𝑥)𝜙

𝑖,𝑗

𝑛−
1
2 −

𝑟𝑥

2
𝜙

𝑖+1,𝑗

𝑛−
1
2

− 1 + 𝑟𝑦

𝑟𝑦

2
𝑟𝑦

2
− 1 + 𝑟𝑦

𝑟𝑦

2
𝑟𝑦

2
− 1 + 𝑟𝑦

𝑟𝑦

2
⋱ ⋱ ⋱

𝑟𝑦

2
− 1 + 𝑟𝑦

𝑟𝑦

2
𝑟𝑦

2
− 1 + 𝑟𝑦

𝜙1,1

𝜙1,2

𝜙1,3

⋮

𝜙𝑁,𝑁−1

𝜙𝑁,𝑁

𝑛

=

𝑅1,1

𝑅1,2

𝑅1,3

⋮

𝑅𝑁,𝑁−1

𝑅𝑁,𝑁

𝑛

دستگاه سه قطری

𝑅𝑖,𝑗
𝑛 =

? 𝐵. 𝐶. ,  𝑖 = 1, 𝑁 or 𝑗 = 1, 𝑀

−
𝑟𝑥

2
𝜙

𝑖−1,𝑗

𝑛−
1
2 − (1 − 𝑟𝑥)𝜙

𝑖,𝑗

𝑛−
1
2 −

𝑟𝑥

2
𝜙

𝑖+1,𝑗

𝑛−
1
2 , otherwise

لزوم اصلاح ماتریس ضرایب

لزوم سازگاری با بردار مجهولات
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معا
دل

م

(در مکان)معادلات دو بعدی معادلات سهموی

:ADIروشمحدود،تفاضل

:زمانیدفت✓

مسئلهایندرپایدار✓

𝑂(Δ𝑡2)

:ADIروشمحدود،حجم

لهمسئایندرمشابهنسبتاروابطومشابهروند✓

مسئلهایندرحتیمرزیشرایطبهتوجهلزوم✓

(در مکان)معادلات سه بعدی 

:ADIروش

:زمانیگام✓

𝑂(Δ𝑡):زمانیدفت✓

Δ𝑡/3
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ت
دلا

معا
دل

م

پایداری و سازگاری

خطا

.یک نقصان قابل تشخیص در شناسایی رفتار یک سیستم یا شبیه سازی آن که ناشی از کمبود دانش نیست

عدم قطعیت

.است( رضیحتی دانش ف)یک نقصان بالقوه در رفتار یک سیستم یا پیش بینی آن که عموما ناشی از کمبود دانش 

تعریف خطا و عدم قطعیت

:انواع خطای عددی

(Truncation Error)خطای بریدگی ✓

(Round off Error)خطای گرد کردن ✓

(Discretization Error)خطای گسسته سازی ✓

𝜙num − 𝜙exact = 𝜀

𝜙 − 𝜙e = 𝜀
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ت
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معا
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م

عدم قطعیت پایداری و سازگاری
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ت
دلا

معا
دل

م

سازگاری

.ی میل کندبه معادله تحلیل( معادله گسسته شده)با کوچک شدن گام های مکانی و زمانی، رویکرد عددی 

پایداری

رشد نکند( گرد کردن)خطا ( یا شماره تکرار)در اثر گذر زمان 

lim
Δ𝑥,Δ𝑡→0

DE = PDE

lim
𝑛→∞ 

𝜙num − 𝜙exact ≤ 𝐾 for finite Δ𝑡

همگرایی

.میل کندبا کوچک شدن گام های مکانی و زمانی، پاسخ عددی در یک نقطه و لحظه  مشخص به حل تحلیلی

.  اقی بماندیا به عبارت دیگر با افزایش زمان به سمت بینهایت، خطا محدود ب

lim
Δ𝑥,Δ𝑡→0

𝜙num ቚ
𝑖

𝑛
= 𝜙exact ቚ

𝑖

𝑛

:شرط همگرایی

سازگاری✓

پایداری✓

تعاریف سازگاری، پایداری، همگرایی پایداری و سازگاری
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ت
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معا
دل

م

سازگاری پایداری و سازگاری

𝜙𝑖
𝑛+1 − 𝜙𝑖

𝑛

Δ𝑡
= 𝛼

𝜙𝑖+1
𝑛 − 2𝜙𝑖

𝑛 + 𝜙𝑖−1
𝑛

Δ𝑥2

𝜙𝑖+1
𝑛 = 𝜙𝑖

𝑛 + 𝜙𝑥 𝑖
𝑛 Δ𝑥 +

𝜙𝑥𝑥 𝑖
𝑛

2!
Δ𝑥2 +

𝜙𝑥𝑥𝑥 𝑖
𝑛

3!
Δ𝑥3 + 𝑂(Δ𝑥4)

𝜙𝑖−1
𝑛 = 𝜙𝑖

𝑛 − 𝜙𝑥 𝑖
𝑛 Δ𝑥 +

𝜙𝑥𝑥 𝑖
𝑛

2!
Δ𝑥2 −

𝜙𝑥𝑥𝑥 𝑖
𝑛

3!
Δ𝑥3 + 𝑂(Δ𝑥4)

𝜙𝑖
𝑛+1 = 𝜙𝑖

𝑛 + 𝜙𝑡 𝑖
𝑛 Δ𝑡 +

𝜙𝑡𝑡 𝑖
𝑛

2!
Δ𝑡2 +

𝜙𝑡𝑡𝑡 𝑖
𝑛

3!
Δ𝑡3 + 𝑂(Δ𝑡4)

1

Δ𝑡
𝜙𝑖

𝑛 + 𝜙𝑡 𝑖
𝑛 Δ𝑡 +

𝜙𝑡𝑡 𝑖
𝑛

2!
Δ𝑡2 +

𝜙𝑡𝑡𝑡 𝑖
𝑛

3!
Δ𝑡3 + 𝑂 Δ𝑡4

𝜙𝑖
𝑛+1

− 𝜙𝑖
𝑛 =

𝛼

Δ𝑥2 ቎
𝜙𝑖

𝑛 + 𝜙𝑥 𝑖
𝑛 Δ𝑥 +

𝜙𝑥𝑥 𝑖
𝑛

2!
Δ𝑥2 +

𝜙𝑥𝑥𝑥 𝑖
𝑛

3!
Δ𝑥3 + 𝑂 Δ𝑥4

𝜙𝑖+1
𝑛

− 2𝜙𝑖
𝑛  +

቏
𝜙𝑖

𝑛 − 𝜙𝑥 𝑖
𝑛 Δ𝑥 +

𝜙𝑥𝑥 𝑖
𝑛

2!
Δ𝑥2 −

𝜙𝑥𝑥𝑥 𝑖
𝑛

3!
Δ𝑥3 + 𝑂(Δ𝑥4)

𝜙𝑖−1
𝑛

𝜙𝑡 +
𝜙𝑡𝑡

2
Δ𝑡 + 𝑂 Δ𝑡2

= 𝛼 𝜙𝑥𝑥 + 𝑂(Δ𝑥2)

Δ𝑥 → 0

Δ𝑡 → 0
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سازگاری پایداری و سازگاری

𝜙𝑖
𝑛+1 − 𝜙𝑖

𝑛−1

2Δ𝑡
= 𝛼

𝜙𝑖+1
𝑛 − (𝜙𝑖

𝑛+1 + 𝜙𝑖
𝑛−1) + 𝜙𝑖−1

𝑛

Δ𝑥2

1 + 2
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑖
𝑛+1 = 1 − 2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2  𝜙𝑖
𝑛−1 + 2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 𝜙𝑖+1
𝑛 + 𝜙𝑖−1

𝑛

𝜕𝜙

𝜕𝑡
Δ𝑡 +

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2  
𝜕2𝜙

𝜕𝑡2  Δ𝑡2 + 𝑂 Δ𝑡3 =
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2  
𝜕2𝜙

𝜕𝑥2  Δ𝑥2 +  
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2  𝑂 Δ𝑥4

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝛼

Δ𝑡

Δ𝑥

2

 
𝜕2𝜙

𝜕𝑡2
 = 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
 +  𝑂 Δ𝑡2, Δ𝑥2

𝜕𝜙

𝜕𝑡
 = 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2  +  𝑂 Δ𝑡2, Δ𝑥2,
Δ𝑡

Δ𝑥

2
Δ𝑥 → 0

Δ𝑡 → 0

Δ𝑡

Δ𝑥
→ 0
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معا
دل

م

𝜀 𝑖 = |𝜙𝑖,𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 − 𝜙𝑖,𝑛𝑢𝑚|

𝜀 𝑖 = 𝐾𝛥𝑥𝑝

𝑥

𝜙

𝜙𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡

𝜙𝑛𝑢𝑚

𝑥𝑖

𝜀 𝑖

= 𝑂(Δ𝑥𝑝)

مرتبه دقت

log 𝜀 𝑖 = log 𝐾 + 𝑝 log Δ𝑥

log Δ𝑥

log 𝜀 𝑖

mesh 1 mesh 2 mesh 3

tan 𝜃 = 𝑝

Δ𝑥1 < Δ𝑥2 < Δ𝑥3

خطای بریدگیپایداری و سازگاری
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ت
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معا
دل

م

𝑥

𝜙

𝜙𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡

𝜙𝑛𝑢𝑚

𝑥𝑖

𝜀 𝑖
ℓ𝑞 − 𝑛𝑜𝑟𝑚 =

σ |𝜀 𝑖|𝑞

𝑁

1
𝑞

ℓ1 =
σ 𝜀 𝑖

𝑁

ℓ2 =
σ 𝜀 𝑖

2

𝑁

ℓ∞ = max{𝜀 𝑖}

log Δ𝑥

log ℓ

tan 𝜃 ≈ 𝑝

خطای بریدگیپایداری و سازگاری
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ت
دلا

معا
دل

م

خطای گسسته سازیپایداری و سازگاری

ازیگسسته سخطایتخمین

فاوتمتاندازه کافیبهشبکهسهانتخاب.۱

.شده اندریزنظام یافتهصورتبهکه

𝜀21 = 𝜙2 − 𝜙1

𝜀32 = 𝜙3 − 𝜙2

ریزشبکه:۱شبکه

متوسطشبکه:۲شبکه

درشتشبکه:۳شبکه

𝜙:(گرالیانتیانقطه ای)بررسیبرایعلاقهموردکمیتهر𝜀21, 𝜀32 > 0

شبکهاندازهمعیارمحاسبه.۲

ℎ(cell𝑖) = Δ𝐴𝑖

1
2

ℎ(cell𝑖) = Δ𝑉𝑖

1
3

ℎ(cell𝑖) = Δ𝑥𝑖
یانتگرالکمیت هایبرای

ℎ =
1

𝑁
෍

𝑖=1

𝑁

Δ𝑉𝑖

1
3

ℎ =
1

𝑁
෍

𝑖=1

𝑁

Δ𝑥𝑖

ℎ =
1

𝑁
෍

𝑖=1

𝑁

Δ𝐴𝑖

1
2

ℎ1 < ℎ2 < ℎ3
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خطای گسسته سازیپایداری و سازگاری

ازیگسسته سخطایتخمین

دقتمرتبهمحاسبه.۳

خطاوسعیصورتبه

𝑠 = sgn
𝜀32

𝜀21
𝑞 = ln

𝑟21
𝑝

− 𝑠

𝑟32
𝑝

− 𝑠

𝑝 =
1

ln 𝑟21
ln

𝜀32

𝜀21
+ 𝑞

𝑟21 =
ℎ2

ℎ1
𝑟32 =

ℎ3

ℎ2

if 𝑟21 = 𝑟32 → 𝑝 =
1

ln 𝑟21
ln

𝜀32

𝜀21

𝑟 > 1.3 :یتجربصورتبه



دانشگاه صنعتی شریف
59

ت
دلا

معا
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خطای گسسته سازیپایداری و سازگاری

ازیگسسته سخطایتخمین

هشدبرون یابیمقدارمحاسبه.۴

( سازیگسستهخطایبدونتقریبا)

𝜙ext,21 =
𝜙1𝑟21

𝑝
− 𝜙2

𝑟21
𝑝

− 1

ازیگسسته سنسبیخطایمحاسبه.۵
𝑒a,21 =

𝜙2 − 𝜙1

𝜙1

تقریبیخطای

𝑒ext,21 =
𝜙1 − 𝜙ext,21

𝜙ext,21

شدهبرون یابیخطای

GCI1 =
1.25𝑒a,21

𝑟21
𝑝

− 1
عدم قطعیت مش ریز 

(اندیس همگرایی شبکه)
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𝜕𝜙𝑒

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2𝜙𝑒

𝜕𝑥2 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 𝑡 ≥ 0

خطای گرد کردنپایداری و سازگاری

𝜙 − 𝜙e = 𝜀 𝜙𝑒 = 𝜙 − 𝜀

𝜕(𝜙 − 𝜀 )

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2(𝜙 − 𝜀 )

𝜕𝑥2

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 + 𝑇. 𝐸.

𝜕𝜙

𝜕𝑡
−

𝜕𝜀

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 − 𝛼
𝜕2𝜀

𝜕𝑥2

𝜕𝜀

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2𝜀

𝜕𝑥2

𝜙𝑖
𝑛+1  − 𝜙𝑖 

𝑛

Δ𝑡
= 𝛼

𝜙𝑖+1
𝑛  − 2𝜙𝑖 

𝑛 + 𝜙𝑖−1
𝑛

Δ𝑥2

𝜀𝑖
𝑛+1  − 𝜀𝑖 

𝑛

Δ𝑡
= 𝛼

𝜀𝑖+1
𝑛  − 2𝜀𝑖 

𝑛 + 𝜀𝑖−1
𝑛

Δ𝑥2

𝜀𝑖محدود بودن: شرط پایداری
𝑛

می کندصدقDEمعادلهدرنیزخطاباشدشدهخطی سازیکسسته شده،صورتیاباشدخطیPDEمعادلهاگر

تاسپاسختابعرشدسیرهمانندنیزخطارشدسیر
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تحلیل پایداری به روش فون نیومنپایداری و سازگاری
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ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداری به روش فون نیومنپایداری و سازگاری

𝜆𝑚𝑖𝑛:     کوچکترین طول موج• = 2∆𝑥
𝑘𝑚𝑎𝑥:      بزرگ ترین عدد موج• = 𝜋/∆𝑥
𝜆𝑚𝑎𝑥:      بزرگ ترین طول موج• = 2𝐿

𝑘𝑚𝑖𝑛:      کوچک ترین عدد موج• = 𝜋/𝐿

𝑥𝑖 = 𝑖 ∆𝑥,  ∆𝑥=L/N

𝑘𝑖 = 𝑖𝑘𝑚𝑖𝑛 =
𝑖𝜋

𝐿
=

𝑖𝜋

𝑁 ∆𝑥

به ازای سایر ابعاد مش ها: سایر طول موج و  عدد موج ها•

1 ≤  𝑖 ≤  𝑁
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تحلیل پایداری به روش فون نیومنپایداری و سازگاری

𝜙𝑖
𝑛 =  σ𝑗 𝜔𝑗

𝑛 𝑒𝐼𝑘𝑗.𝑥𝑖 = σ𝑗 𝜔𝑗
𝑛 𝑒𝐼𝑘𝑗.𝑖Δ𝑥

𝜙𝑖
𝑛 = ෍

𝑗

𝜔𝑗
𝑛 𝑒𝐼

𝑖𝑗𝜋
𝑁

:هر تابع پاسخ یا خطا در هر نقطه را می توان به صورت بسط فوریه به صورت زیر نوشت•

𝜙𝑖سیر رشد مشابه 𝜔𝑛𝑒𝐼𝑘.𝑥یک هارمونیک PDEبه علت خطی بودن •
𝑛 دارد

ضریب بزرگنمایی 
(Amplification 

factor)

پایدار✓

ناپایدار✓

𝜎 ≤ 1

𝜎 > 1

𝜎 =
𝜔𝑖

𝑛+1

𝜔𝑖
𝑛 =

𝜀𝑖
𝑛+1

𝜀𝑖
𝑛

هپایداری مسئله کاملا گسست
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6۴

ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداری به روش فون نیومنپایداری و سازگاری

𝜕𝜙

𝜕𝑡
|𝑖
𝑛 = 𝛼

𝜕𝜙2

𝜕𝑥2
|𝑖
𝑛

𝜙𝑖
𝑛+1 − 𝜙𝑖

𝑛

∆𝑡
= 𝛼

𝜙𝑖+1
𝑛 − 2𝜙𝑖

𝑛 + 𝜙𝑖−1
𝑛

∆𝑥2
𝜙𝑖

𝑛 = 𝜎𝑛𝑒𝐼𝑘𝑥

𝜎𝑛+1𝑒𝐼𝑘𝑥𝑖 − 𝜎𝑛𝑒𝐼𝑘𝑥𝑖

𝜎𝑛𝑒𝐼𝑘𝑥𝑖
=

𝛼∆𝑡

∆𝑥2
×

𝜎𝑛𝑒𝐼𝑘𝑥𝑖+1 − 2𝜎𝑛𝑒𝐼𝑘𝑥𝑖 + 𝜎𝑛𝑒𝐼𝑘𝑥𝑖−1

𝜎𝑛𝑒𝐼𝑘𝑥𝑖

𝜎 − 1 = 𝑟𝑥 𝑒𝐼𝑘∆𝑥 − 2 + 𝑒−𝐼𝑘∆𝑥
𝑒𝐼𝑘∆𝑥 = 𝐶𝑜𝑠𝑘∆𝑥 + 𝐼𝑠𝑖𝑛𝑘∆𝑥

𝑒−𝐼𝑘∆𝑥 = 𝐶𝑜𝑠𝑘∆𝑥 − 𝐼𝑠𝑖𝑛𝑘∆𝑥𝜎 = 1 − 2𝑟𝑥 1 − 𝐶𝑜𝑠𝑘∆𝑥

Explicit EulerFTCSروش ❖
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ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداری به روش فون نیومنپایداری و سازگاری

𝜎 ≤ 1

1 − 2𝑟𝑥 1 − 𝐶𝑜𝑠𝑘∆𝑥 ≤ 1

−2 ≤ −2𝑟𝑥 1 − 𝐶𝑜𝑠𝑘∆𝑥 ≤ 0

0 ≤ −4𝑟𝑥𝑆𝑖𝑛2
𝑘∆𝑥

2
≤ 2

2𝑆𝑖𝑛2
𝑘∆𝑥

2

4𝑟𝑥 ≤ 2

−1 ≤ −𝑟𝑥 1 − 𝐶𝑜𝑠𝑘∆𝑥 ≤ 0

−1 ≤ 1 − 2𝑟𝑥 1 − 𝐶𝑜𝑠𝑘∆𝑥 ≤ 1

0 ≤ 𝑆𝑖𝑛2
𝑘∆𝑥

2
≤ 1

𝜎 ≤ 1

𝑟𝑥 ≤
1

2

𝛼∆𝑡

∆𝑥2
≤

1

2
.پایدار خواهد بودE.Eروش 
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ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداری به روش فون نیومنپایداری و سازگاری

Implicit EulerBTCS𝜕𝜙روش ❖

𝜕𝑡
|𝑖
𝑛 = 𝛼

𝜕𝜙2

𝜕𝑥2
|𝑖
𝑛

𝜙𝑖
𝑛 − 𝜙𝑖

𝑛−1

∆𝑡
= 𝛼

𝜙𝑖+1
𝑛 − 2𝜙𝑖

𝑛 + 𝜙𝑖−1
𝑛

∆𝑥2
𝜙𝑖

𝑛 = 𝜎𝑛𝑒𝐼𝑘𝑥

𝜎𝑛𝑒𝐼𝑘𝑥𝑖 − 𝜎𝑛−1𝑒𝐼𝑘𝑥𝑖

𝜎𝑛−1𝑒𝐼𝑘𝑥𝑖
=

𝛼∆𝑡

∆𝑥2
×

𝜎𝑛𝑒𝐼𝑘𝑥𝑖+1 − 2𝜎𝑛𝑒𝐼𝑘𝑥𝑖 + 𝜎𝑛𝑒𝐼𝑘𝑥𝑖−1

𝜎𝑛−1𝑒𝐼𝑘𝑥𝑖

𝜎 − 1 = 𝑟𝑥 𝜎𝑒𝐼𝑘∆𝑥 − 2𝜎 + 𝜎𝑒−𝐼𝑘∆𝑥

1 −
1

𝜎
= 𝑟𝑥 𝑒𝐼𝑘∆𝑥 − 2 + 𝑒−𝐼𝑘∆𝑥 = −2𝑟𝑥 1 − 𝐶𝑜𝑠𝑘∆𝑥
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ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداری به روش فون نیومنپایداری و سازگاری

1 −
1

𝜎
= −2𝑟𝑥 1 − 𝐶𝑜𝑠𝑘∆𝑥

1

𝜎
= 1 + 2𝑟𝑥 1 − 𝐶𝑜𝑠𝑘∆𝑥

1

𝜎
= 1 + 2𝑟𝑥 × 2 𝑆𝑖𝑛2

𝑘∆𝑥

2
= 1 + 4𝑟𝑥𝑆𝑖𝑛2

𝑘∆𝑥

2

1

𝜎
≥ 1

≥ 0

≥ 0

≥ 1

.بدون شرط پایدار خواهد بودI.Eروش 

𝜎 ≤ 1

Unconditionally Stable.است1در این روش اندازه بزرگنمایی همواره کمتر از 
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ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداری به روش فون نیومنپایداری و سازگاری

Crank Nicolson𝜕𝜙روش ❖

𝜕𝑡
|
𝑖

𝑛+
1
2 = 𝛼

𝜕𝜙2

𝜕𝑥2
|
𝑖

𝑛+
1
2

𝜙𝑖
𝑛+1 − 𝜙𝑖

𝑛

∆𝑡
=

𝛼

2∆𝑥2
𝜙𝑖+1

𝑛+1 − 2𝜙𝑖
𝑛+1 + 𝜙𝑖−1

𝑛+1 + 𝜙𝑖+1
𝑛 − 2𝜙𝑖

𝑛 + 𝜙𝑖−1
𝑛

𝜙𝑖
𝑛 = 𝜎𝑛𝑒𝐼𝑘𝑥

𝜎 − 1 =
𝑟𝑥

2
𝜎𝑒𝐼𝑘∆𝑥 − 2𝜎 + 𝜎𝑒−𝐼𝑘∆𝑥 + 𝑒𝐼𝑘∆𝑥 − 2 + 𝑒−𝐼𝑘∆𝑥

𝜎 − 1 = −𝑟𝑥𝜎 1 − 𝐶𝑜𝑠𝑘∆𝑥 − 𝑟𝑥 1 − 𝐶𝑜𝑠𝑘∆𝑥

𝜎 1 + 𝑟𝑥 1 − 𝐶𝑜𝑠𝑘∆𝑥 = 1 − 𝑟𝑥 1 − 𝐶𝑜𝑠𝑘∆𝑥
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ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداری به روش فون نیومنپایداری و سازگاری

𝜎 =
1 − 𝑟𝑥 1 − 𝐶𝑜𝑠𝑘∆𝑥

1 + 𝑟𝑥 1 − 𝐶𝑜𝑠𝑘∆𝑥
=

1 −
𝑟𝑥
2

𝑆𝑖𝑛2 𝑘∆𝑥
2

1 +
𝑟𝑥
2

𝑆𝑖𝑛2 𝑘∆𝑥
2

≥ 0

≤ 1

≥ 0

≥ 1

𝜎 ≤ 1

.بدون شرط پایدار خواهد بودCrank-Nicolsonروش 

Unconditionally Stable.است1در این روش اندازه بزرگنمایی همواره کمتر از 
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7۰

ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداری به روش فون نیومنپایداری و سازگاری

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝜙

𝜕𝑦2

𝑟𝑥 + 𝑟𝑦 ≤
1

2

𝛼∆𝑡

∆𝑥2

𝜙𝑖,𝑗
𝑛 = 𝜎𝑛𝑒𝐼𝑘𝑥𝑒𝐼𝑘𝑦

معادله انتقال حرارت دو بعدی❖

Simple Explicitروش 

𝛼∆𝑡

∆𝑦2
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7۱

ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداری به روش فون نیومنپایداری و سازگاری

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2
= 𝑐2

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= −𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥

FTCS 𝜙𝑖
𝑛+1 − 𝜙𝑖

𝑛

∆𝑡
= −𝑐

𝜙𝑖+1
𝑛 − 𝜙𝑖−1

𝑛

2∆𝑥

یک بعدی دو بعدی

𝜙𝑖
𝑛 = 𝜎𝑛𝑒𝐼𝑘𝑥 𝜎 − 1 = −

𝐶𝐹𝐿

2
× 𝑒𝐼𝐾∆𝑥 − 𝑒−𝐼𝑘∆𝑥

𝐶𝐹𝐿 =
𝑐∆𝑡

∆𝑥

𝑒𝐼𝑘∆𝑥 = 𝐶𝑜𝑠𝑘∆𝑥 + 𝐼𝑠𝑖𝑛𝑘∆𝑥

:معادله موج❖

𝜎 − 1 = −
𝐶𝐹𝐿

2
× 2𝐼𝑠𝑖𝑛𝑘∆𝑥

𝜎 = 1 − 𝐶𝐹𝐿 × (𝐼𝑠𝑖𝑛∆𝑥)

𝜎 = 1 + 𝐶𝐹𝐿2 sin2 𝑘∆𝑥 ≥ 1 Unconditionally Unstable
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ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداری به روش فون نیومنپایداری و سازگاری

𝜙𝑖
𝑛+1 − 𝜙𝑖

𝑛

∆𝑡
= −𝑐

𝜙𝑖
𝑛 − 𝜙𝑖−1

𝑛

∆𝑥
Upwind:

𝜎 = 1 − 𝐶𝐹𝐿 × 1 − 𝐶𝑜𝑠 𝑘∆𝑥 − 𝐶𝐹𝐿 𝐼𝑠𝑖𝑛𝑘∆𝑥

𝜎 − 1 = −𝐶𝐹𝐿 × 1 − 𝑒−𝐼𝑘∆𝑥

𝜎 ≤ 1 𝜎2 ≤ 1 𝜎2 − 1 ≤ 0 :یک راه
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ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداری به روش فون نیومنپایداری و سازگاری

𝜎 − 1 = 𝐶𝐹𝐿 𝐶𝑜𝑠 𝑘∆𝑥 − 1 − 𝐶𝐹𝐿 𝐼𝑠𝑖𝑛𝑘∆𝑥 :راه استفاده از نمودار

𝜎 ≤ 1𝜎یک دایره به شعاع مرکز واحد است.𝜎 − .به اندازه یک واحد در محور حقیقی جابه جا می شود1

𝜎 − 1 = 𝜉 + 𝐼𝜂 𝜉 = 𝐶𝐹𝐿 𝐶𝑜𝑠 𝑘∆𝑥 − 1 𝜂 = −𝐶𝐹𝐿 𝑠𝑖𝑛𝑘∆𝑥

.  است𝐶𝐹𝐿و شعاع 𝐶𝐹𝐿−پس این معادله یک دایره به مرکز 

𝜉 + 𝐶𝐹𝐿 2 + 𝜂2 = 𝐶𝐹𝐿2

𝐶𝐹𝐿اگر❖ ≤ داخل نارنجیباشد دایره 1
.  دقرار گرفته و حل پایدار می باشقرمزدایره 

−𝐶𝐹𝐿

−2𝐶𝐹𝐿

−1
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ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداری به روش فون نیومنپایداری و سازگاری

Second Order Upwind 𝐶𝐹𝐿 ≤
1

2

𝐶𝐹𝐿 ≤ 1 شرط پایداری 1دقت مرتبه  First order upwind

Second order upwind شرط پایداری2دقت مرتبه𝐶𝐹𝐿 ≤
1

2

High Resolution Schemeپایدارتر First Orderروش 
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ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداریپایداری و سازگاری

ویژهبردارهایوویژهمقادیر

𝐵𝑁×𝑁) − Λ × 𝐼 = 0

Λ =

𝜆1

𝜆2

𝜆3

⋱ ⋱ ⋱
𝜆𝑁−1

𝜆𝑁

𝐵 × 𝜓(𝑗) = 𝜆𝑗 × 𝜓(𝑗)

Ψ =

𝜓1
1

𝜓1
2

𝜓1
𝑁

𝜓2
1

𝜓2
2

𝜓𝑖
𝑗

⋱ ⋱ ⋱

𝜓𝑁
1

𝜓𝑁
𝑁

𝐵 × Ψ = Ψ × Λ Ψ−1 × 𝐵 × Ψ = Λ

d𝝓

d𝑡
= 𝐵 × 𝝓

𝑑𝜙𝑖

𝑑𝑡
= 𝛼

𝜙𝑖−1  − 2𝜙𝑖 + 𝜙𝑖+1

Δ𝑥2 + 𝑂 Δ𝑥2
𝝓 =

𝜙1

𝜙2

⋮
𝜙𝑁
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ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداریپایداری و سازگاری

d𝝓

d𝑡
= 𝐵 × 𝝓

Ψ−1 ×
d𝝓

d𝑡
= Ψ−1 × 𝐵 × 𝝓

d Ψ−1 × 𝝓

d𝑡
= Ψ−1 × 𝐵 × Ψ × Ψ−1 × 𝝓

d Ψ−1 × 𝝓

d𝑡
= Λ × Ψ−1 × 𝝓 Ψ−1 × 𝝓 = 𝝎

d𝝎

d𝑡
= Λ × 𝝎

Ψ−1 × 𝐵 × Ψ = Λ

𝑑𝜔𝑖

𝑑𝑡
= 𝜆𝑖𝜔𝑖

𝑑𝜀𝑖

𝑑𝑡
= 𝜆𝑖𝜀𝑖

𝜀𝑖 = 𝜀𝑖
0𝑒𝜆𝑖 𝑡

Re(𝜆𝑖) < 0

ضریب بزرگنمایی 
(Amplification 

factor)

پایدار✓

ناپایدار✓

𝜎 ≤ 1

𝜎 > 1

𝜎 =
𝜔𝑖

𝑛+1

𝜔𝑖
𝑛 =

𝜀𝑖
𝑛+1

𝜀𝑖
𝑛

𝜔𝑖 = 𝜔𝑖
0𝑒𝜆𝑖 𝑡

شرط پایداری در صورت عدم گسسته سازی زمانی

هپایداری مسئله کاملا گسست



دانشگاه صنعتی شریف
77

ت
دلا

معا
دل

م

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
𝑡 ≥ 0

تحلیل پایداریپایداری و سازگاری

𝑑𝜙𝑖

𝑑𝑡
= 𝛼

𝜙𝑖−1  − 2𝜙𝑖 + 𝜙𝑖+1

Δ𝑥2 + 𝑂 Δ𝑥2

گذراحرارتمعادله

𝑓(𝑥) 𝑁+1

𝜙 𝑥 + 𝑙 = 𝜙(𝑥)

𝑑𝜙𝑖

𝑑𝑡
= 𝑎−1𝜙𝑖−1 + 𝑎0𝜙𝑖 + 𝑎1𝜙𝑖+1

𝑑𝜙1

𝑑𝑡
= 𝑎−1𝜙𝑁 + 𝑎0𝜙1 + 𝑎1𝜙2

𝑑𝜙2

𝑑𝑡
= 𝑎−1𝜙1 + 𝑎0𝜙2 + 𝑎1𝜙3

𝑑𝜙𝑁

𝑑𝑡
= 𝑎−1𝜙𝑁−1 + 𝑎0𝜙𝑁 + 𝑎1𝜙1

𝑎−1 = 𝑎1 =
𝛼

Δ𝑥2

𝑎0 = −2
𝛼

Δ𝑥2

𝜙𝑖+𝑁 = 𝜙𝑖

𝑁

(Periodic)متناوبمرزیشرط
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ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداریپایداری و سازگاری

d

d𝑡

𝜙1

𝜙2

𝜙3

⋮
𝜙𝑁−1

𝜙𝑁

=

𝑎0 𝑎1 𝑎−1

𝑎−1 𝑎0 𝑎1

𝑎−1 𝑎0 𝑎1

⋱ ⋱ ⋱
𝑎−1 𝑎0 𝑎1

𝑎1 𝑎−1 𝑎0

𝜙1

𝜙2

𝜙3

⋮
𝜙𝑁−1

𝜙𝑁

(Band matrix)نواریماتریس

d𝝓

d𝑡
= 𝐵 × 𝝓 𝐵 = 𝐵(𝑎−1, 𝑎0, 𝑎1)

𝐵 = 𝐵(… , 𝑎−2, 𝑎−1 , 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … )

dഥ𝝓

d𝑡
= 𝐵 × ഥ𝝓

d𝝓

d𝑡
= 𝐵 × 𝝓 + 𝐷

d

d𝑡

𝜙1

𝜙2

𝜙3

⋮
𝜙𝑁−1

𝜙𝑁

=

𝑎0 𝑎1 𝑎2 𝑎−2 𝑎−1

𝑎−1 𝑎0 𝑎1 𝑎2 𝑎−2

𝑎−2 𝑎−1 𝑎0 𝑎1

𝑎−2 ⋱ ⋱ ⋱ 𝑎2

𝑎2 𝑎−1 𝑎0 𝑎1

𝑎1 𝑎2 𝑎−2 𝑎−1 𝑎0

𝜙1

𝜙2

𝜙3

⋮
𝜙𝑁−1

𝜙𝑁

محدودحجممرزیشرط هایسایر
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ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداریپایداری و سازگاری

𝐵ویژهبردارهایوویژهمقادیر = 𝐵(… , 𝑎−2, 𝑎−1 , 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … )

𝜆𝑗 = ෍

𝑘

𝑎𝑘𝑒𝑘𝐼𝑤𝑗 𝜓(𝑗) =

1
𝑒𝐼𝑤𝑗

𝑒2𝑤𝑗

⋮
𝑒(𝑁−1)𝑤𝑗

𝐼2 = −1

𝑤𝑗 =
2𝜋(𝑗 − 1)

𝑁

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
𝑎−1 = 𝑎1 =

𝛼

Δ𝑥2 , 𝑎0 = −2
𝛼

Δ𝑥2

𝜆𝑗 = 𝑎−1𝑒−𝐼𝑤𝑗 + 𝑎0𝑒0 + 𝑎1𝑒𝐼𝑤𝑗

𝜆𝑗 =
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 cos 𝑤𝑗 − 𝐼 sin 𝑤𝑗 − 2
𝛼

Δ𝑥2 +
𝛼

Δ𝑥2 cos 𝑤𝑗 + 𝐼 sin 𝑤𝑗

𝜆𝑗 = −2
𝛼

Δ𝑥2 1 − cos 𝑤𝑗

گذرابعدییکحرارتمعادله
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ت
دلا

معا
دل

م

مرور مباحث پایداریپایداری و سازگاری

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
𝜀𝑖محدود بودن خطای گرد کردن: شرط پایداری

𝑛

𝜙 − 𝜙e = 𝜀
𝜕𝜀

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2𝜀

𝜕𝑥2

𝜀𝑖
𝑛+1  − 𝜀𝑖 

𝑛

Δ𝑡
= 𝛼

𝜀𝑖+1
𝑛  − 2𝜀𝑖 

𝑛 + 𝜀𝑖−1
𝑛

Δ𝑥2

d𝝓

d𝑡
= 𝐵 × 𝝓 𝝓 =

𝜙1

𝜙2

⋮
𝜙𝑁

𝑑𝜙𝑖

𝑑𝑡
= 𝑎−1𝜙𝑖−1 + 𝑎0𝜙𝑖 + 𝑎1𝜙𝑖+1

𝐵 = 𝐵(… , 𝑎−2, 𝑎−1 , 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … )

Λ =

𝜆1

𝜆2

𝜆3

⋱ ⋱ ⋱
𝜆𝑁−1

𝜆𝑁

Ψ =

𝜓1
1

𝜓1
2

𝜓1
𝑁

𝜓2
1

𝜓2
2

𝜓𝑖
𝑗

⋱ ⋱ ⋱

𝜓𝑁
1

𝜓𝑁
𝑁

Ψ−1 × 𝐵 × Ψ = Λ
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ت
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معا
دل

م

مرور مباحث پایداریپایداری و سازگاری

d𝝎

d𝑡
= Λ × 𝝎

𝑑𝜔𝑖

𝑑𝑡
= 𝜆𝑖𝜔𝑖

𝑑𝜀𝑖

𝑑𝑡
= 𝜆𝑖𝜀𝑖 𝜀𝑖 = 𝜀𝑖

0𝑒𝜆𝑖 𝑡 𝑅𝑒(𝜆𝑖) < 0

𝜎در صورت گسسته سازی زمانی𝜔شرط پایداری  =
𝜔𝑖

𝑛+1

𝜔𝑖
𝑛 =

𝜀𝑖
𝑛+1

𝜀𝑖
𝑛 ≤ 1

ODEبررسی پایداری برای این سیستم 

شرط پایداری در صورت عدم گسسته سازی زمانی

𝐵 = 𝐵(… , 𝑎−2, 𝑎−1 , 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … )

𝜆𝑗 = ෍

𝑘

𝑎𝑘𝑒𝑘𝐼𝑤𝑗𝜓(𝑗) =

1
𝑒𝐼𝑤𝑗

𝑒2𝑤𝑗

⋮
𝑒𝑁𝑤𝑗

𝐼2 = −1

𝑤𝑗 =
2𝜋(𝑗 − 1)

𝑁

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2

𝜆𝑗 = −2
𝛼

Δ𝑥2 1 − cos 𝑤𝑗

𝝓 = Ψ × 𝝎 𝜙با پایداری 𝜔هم ارزی پایداری 

معادله انتقال حرارت گذرا 
(انگسسته سازی مرکزی مک)
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ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداری روش های گسسته سازی زمانیپایداری و سازگاری

𝑑𝜔𝑖

𝑑𝑡
= 𝜆𝑖𝜔𝑖

𝜔𝑖
𝑛+1  − 𝜔𝑖 

𝑛

Δ𝑡
= 𝜆𝑖𝜔𝑖

𝑛

𝜀𝑖
𝑛+1  − 𝜀𝑖 

𝑛

Δ𝑡
= 𝜆𝑖𝜀𝑖

𝑛 𝜀𝑖
𝑛+1

𝜀𝑖
𝑛 = 1 + 𝜆𝑖Δ𝑡 ≤ 1

1 + (Re(𝜆𝑖) + Im(𝜆𝑖) 𝐼)Δ𝑡 ≤ 1 (1 + Re(𝜆𝑖Δ𝑡)) + Im(𝜆𝑖Δ𝑡) 𝐼 ≤ 1

اویلرصریحروش

𝜀𝑖
𝑛+1 = 𝜀𝑖 

𝑛 + 𝜆𝑖Δ𝑡𝜀𝑖
𝑛

Re(𝜆𝑖Δ𝑡) + 1 2 + Im(𝜆𝑖Δ𝑡) 2 ≤ 1

𝜉 = Re(𝜆𝑖Δ𝑡)

𝜂 = Im(𝜆𝑖Δ𝑡)

𝜉 + 1 2 + 𝜂2 ≤ 1

𝜉 − −1
2

+ 𝜂2 ≤ 1
Re(𝜆𝑖Δ𝑡)

Im(𝜆𝑖Δ𝑡)

−1−2

پایدار
ارناپاید
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ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداری روش های گسسته سازی زمانیپایداری و سازگاری

𝜆𝑖 = −2
𝛼

Δ𝑥2 1 − cos 𝑤𝑖

0 ≤ 1 − cos 𝑤𝑖 ≤ 2

ቐ −4𝛼

Δ𝑥2
≤ 𝜆𝑖 ≤ 0

𝜆𝑖 = −2
𝛼

Δ𝑥2 1 − cos 𝑤𝑖

(1 + Re(𝜆𝑖Δ𝑡)) + Im(𝜆𝑖Δ𝑡) 𝐼 ≤ 1

1 + 𝜆𝑖Δ𝑡 ≤ 1

−4𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 ≤ 𝜆𝑖Δ𝑡 ≤ 0

−1 ≤ 1 + 𝜆𝑖Δ𝑡 ≤ 1

1 −
4𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 ≤ 1 + 𝜆𝑖Δ𝑡 ≤ 1

−1 ≤ 1 + 𝜆𝑖Δ𝑡 ≤ 1
−1 ≤ 1 −

4𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

4𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 ≤ 2
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 ≤
1

2

ቐ

اویلرصریحروش

گذرابعدییکحرارتمعادله

(مکانمرکزیگسسته سازی)
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ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداری روش های گسسته سازی زمانیپایداری و سازگاری

Re(𝜆𝑖Δ𝑡)

Im(𝜆𝑖Δ𝑡)

−1−2

پایدار
ارناپاید

−4𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 ≥ −2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 ≤
1

2

اگرپایداریمحدوده

دباشنحقیقیها𝜆𝑖تمامی −2 ≤ 𝜆𝑖Δ𝑡 ≤ 0 

−4𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 ≤ 𝜆𝑖Δ𝑡 ≤ 0

اویلرصریحروش

گذرابعدییکحرارتمعادله

(مکانمرکزیگسسته سازی)
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ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداری روش های گسسته سازی زمانیپایداری و سازگاری

𝑑𝜔𝑖

𝑑𝑡
= 𝜆𝑖𝜔𝑖

𝜔𝑖
𝑛  − 𝜔𝑖 

𝑛−1

Δ𝑡
= 𝜆𝑖𝜔𝑖

𝑛

𝜀𝑖
𝑛+1  − 𝜀𝑖 

𝑛

Δ𝑡
= 𝜆𝑖𝜀𝑖

𝑛+1
𝜀𝑖

𝑛+1

𝜀𝑖
𝑛 =

1

1 − 𝜆𝑖Δ𝑡
≤ 1

1 − (Re(𝜆𝑖) + Im(𝜆𝑖) 𝐼)Δ𝑡 ≥ 1 (1 − Re 𝜆𝑖Δ𝑡) − Im(𝜆𝑖Δ𝑡) 𝐼 ≥ 1

اویلرضمنیروش

𝜀𝑖
𝑛+1 = 𝜀𝑖 

𝑛 + 𝜆𝑖Δ𝑡𝜀𝑖
𝑛+1

Re(𝜆𝑖Δ𝑡) − 1 2 + Im(𝜆𝑖Δ𝑡) 2 ≥ 1

𝜉 = Re(𝜆𝑖Δ𝑡)

𝜂 = Im(𝜆𝑖Δ𝑡)

𝜉 − 1 2 + 𝜂2 ≥ 1
Re(𝜆𝑖Δ𝑡)

Im(𝜆𝑖Δ𝑡)

1 2

پایدار

ارناپاید

𝜀𝑖
𝑛  − 𝜀𝑖 

𝑛−1

Δ𝑡
= 𝜆𝑖𝜀𝑖

𝑛

𝜀𝑖
𝑛+1(1 − 𝜆𝑖Δ𝑡) = 𝜀𝑖 

𝑛

1 − 𝜆𝑖Δ𝑡 ≥ 1
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ت
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م

تحلیل پایداری روش های گسسته سازی زمانیپایداری و سازگاری

𝜆𝑖 = −2
𝛼

Δ𝑥2 1 − cos 𝑤𝑖

0 ≤ 1 − cos 𝑤𝑖 ≤ 2

ቐ −4𝛼

Δ𝑥2
≤ 𝜆𝑖 ≤ 0

𝜆𝑖 = −2
𝛼

Δ𝑥2 1 − cos 𝑤𝑖

(1 − Re 𝜆𝑖Δ𝑡) − Im(𝜆𝑖Δ𝑡) 𝐼 ≥ 1

1 − 𝜆𝑖Δ𝑡 ≥ 1

0 ≤ −𝜆𝑖Δ𝑡 ≤
4𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

1 ≤ 1 − 𝜆𝑖Δ𝑡 ≤ 1 +
4𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
ቐ

1 − 𝜆𝑖Δ𝑡 ≥ 1 1ارپایدشرطوقیدبدون ≤ |1 − 𝜆𝑖Δ𝑡| ≤ 1 +
4𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2

اویلرضمنیروش

گذرابعدییکحرارتمعادله

(مکانمرکزیگسسته سازی)
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ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداری روش های گسسته سازی زمانیپایداری و سازگاری

اگرپایداریمحدوده

دباشنحقیقیها𝜆𝑖تمامی

𝜆𝑖 = −2
𝛼

Δ𝑥2 1 − cos 𝑤𝑖 ≤ 0

Re(𝜆𝑖Δ𝑡)

Im(𝜆𝑖Δ𝑡)

1 2

پایدار

ارناپاید

ቊ
𝜆𝑖Δ𝑡 ≤ 0
𝜆𝑖Δ𝑡 ≥ 2

پایدارهمواره

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
𝜙𝑖−1

𝑛 − 1 +
2𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
𝜙𝑖

𝑛 +
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2
𝜙𝑖+1 

𝑛 = −𝜙𝑖
𝑛−1 + 𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥2)

عدم رشد نامحدود خطای گرد کردن

خطای بریدگی

اویلرضمنیروش

گذرابعدییکحرارتمعادله

(مکانمرکزیگسسته سازی)
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معا
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م

تحلیل پایداری روش های گسسته سازی زمانیپایداری و سازگاری

𝑑𝜔𝑖

𝑑𝑡
= 𝜆𝑖𝜔𝑖

𝜔𝑖
𝑛+1

𝜔𝑖
𝑛 ≤ 1

۲𝜔همرتبکوتارانجصریحروش
𝑖

𝑛+
1
2 − 𝜔𝑖

𝑛

Δ Τ𝑡 2
= 𝜆𝑖𝜔𝑖

𝑛

𝜔𝑖
𝑛+1 − 𝜔𝑖

𝑛

Δ𝑡
= 𝜆𝑖𝜔

𝑖

𝑛+
1
2

𝜔
𝑖

𝑛+
1
2 − 𝜔𝑖

𝑛

Δ Τ𝑡 2
= 𝜆𝑖𝜔𝑖

𝑛 → 𝜔
𝑖

𝑛+
1
2 − 𝜔𝑖

𝑛 =
𝜆𝑖Δ𝑡

2
 𝜔𝑖

𝑛 → 𝜔
𝑖

𝑛+
1
2 = 𝜔𝑖

𝑛 1 +
𝜆𝑖Δ𝑡

2

𝜔𝑖
𝑛+1 − 𝜔𝑖

𝑛

Δ𝑡
= 𝜆𝑖𝜔

𝑖

𝑛+
1
2 →

𝜔𝑖
𝑛+1 − 𝜔𝑖

𝑛

Δ𝑡
= 𝜆𝑖𝜔𝑖

𝑛 1 +
𝜆𝑖Δ𝑡

2
→

𝜔𝑖
𝑛+1 − 𝜔𝑖

𝑛

Δ𝑡
= 𝜆𝑖𝜔𝑖

𝑛 1 +
𝜆𝑖Δ𝑡

2

→ 𝜔𝑖
𝑛+1 − 𝜔𝑖

𝑛 = 𝜔𝑖
𝑛 𝜆𝑖Δ𝑡 +

𝜆𝑖
2Δ𝑡2

2 → 𝜔𝑖
𝑛+1 = 𝜔𝑖

𝑛 1 + 𝜆𝑖Δ𝑡 +
𝜆𝑖

2Δ𝑡2

2

𝜔𝑖
𝑛+1

𝜔𝑖
𝑛 = 1 + 𝜆𝑖Δ𝑡 +

𝜆𝑖
2Δ𝑡2

2
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م

تحلیل پایداری روش های گسسته سازی زمانیپایداری و سازگاری

۲همرتبکوتارانجصریحروش

1 + 𝜆𝑖Δ𝑡 +
𝜆𝑖

2Δ𝑡2

2
≤ 1

𝜉 = Re(𝜆𝑖Δ𝑡)

𝜂 = Im(𝜆𝑖Δ𝑡)

1 + 𝜉 + I 𝜂 +
𝜉2 − 𝜂2 + 2I 𝜉𝜂

2
≤ 1

1 + 𝜉 +
𝜉2

2
−

𝜂2

2

2

+ 𝜂 + 𝜉𝜂 2 ≤ 1

Re(𝜆𝑖Δ𝑡)

Im(𝜆𝑖Δ𝑡)

−2

ارناپایدپایدار

𝜆𝑖Δ𝑡 = 𝜉 + I 𝜂
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ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداری روش های گسسته سازی زمانیپایداری و سازگاری

𝜆𝑖 = −2
𝛼

Δ𝑥2 1 − cos 𝑤𝑖

0 ≤ 1 − cos 𝑤𝑖 ≤ 2

ቐ −4𝛼

Δ𝑥2 ≤ 𝜆𝑖 ≤ 0

1 + 𝜆𝑖Δ𝑡 +
𝜆𝑖

2Δ𝑡2

2
≤ 1 −1 ≤ 1 + 𝜆𝑖Δ𝑡 +

𝜆𝑖
2Δ𝑡2

2
≤ 1

→ −2 ≤ 𝜆𝑖Δ𝑡 +
𝜆𝑖

2Δ𝑡2

2
≤ 0 → −2 ≤

1

2
𝜆𝑖Δ𝑡 𝜆𝑖Δ𝑡 + 2 ≤ 0 → −4 ≤ 𝜆𝑖Δ𝑡 𝜆𝑖Δ𝑡 + 2 ≤ 0

𝜆𝑖حقیقی

𝜆𝑖Δ𝑡

𝜆𝑖Δ𝑡 𝜆𝑖Δ𝑡 + 2

−1−2

−1

→ −2 ≤ 𝜆𝑖Δ𝑡 ≤ 0

−4𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 ≤ 𝜆𝑖Δ𝑡 ≤ 0

−4𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 ≥ −2
𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 ≤
1

2−2 ≤ 𝜆𝑖Δ𝑡 ≤ 0

ቐ

−4𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 ≤ 𝜆𝑖Δ𝑡 ≤ 0

RK2روش

گذرابعدییکحرارتمعادله

(مکانمرکزیگسسته سازی)
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ت
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م

تحلیل پایداری روش های گسسته سازی زمانیپایداری و سازگاری

Re(𝜆𝑖Δ𝑡)

Im(𝜆𝑖Δ𝑡)

−2

پایدار

ارناپاید
−4𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 ≥ −2

𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 ≤
1

2

اگرپایداریمحدوده

دباشنحقیقیها𝜆𝑖تمامی −2 ≤ 𝜆𝑖Δ𝑡 ≤ 0 

−4𝛼Δ𝑡

Δ𝑥2 ≤ 𝜆𝑖Δ𝑡 ≤ 0

RK2روش

گذرابعدییکحرارتمعادله

(مکانمرکزیگسسته سازی)
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ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداری روش های گسسته سازی زمانیپایداری و سازگاری

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 0

𝑎−1 =
𝑐

Δ𝑥
, 𝑎0 = −

𝑐

Δ𝑥

𝜆𝑖 = 𝑎−1𝑒−𝐼𝑤𝑖 + 𝑎0𝑒0

𝜆𝑖 =
𝑐

Δ𝑥
cos 𝑤𝑖 − 𝐼 sin 𝑤𝑖 −

𝑐

Δ𝑥

𝜆𝑖 =
𝑐

Δ𝑥
cos 𝑤𝑖 − 1 − 𝐼 sin 𝑤𝑖

𝑐 > 0

𝑑 ത𝜙𝑖

𝑑𝑡
= −

𝑐

Δ𝑥
( ത𝜙𝑖 − ത𝜙𝑖−1)

𝜆𝑖Δ𝑡 =
𝑐Δ𝑡

Δ𝑥
cos 𝑤𝑖 − 1 − 𝐼 sin 𝑤𝑖

𝑑 ത𝜙𝑖

𝑑𝑡
= −

𝑐

Δ𝑥
(𝜙𝑒 − 𝜙𝑤) ൝

𝜙𝑒 = ത𝜙𝑖  

𝜙𝑤 = ത𝜙𝑖−1

1 + 𝜆𝑖Δ𝑡 ≤ 1

اویلرصریحروش

بعدییکموجمعادله

(مکاناولمرتبهبادسوگسسته سازی)
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ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداری روش های گسسته سازی زمانیپایداری و سازگاری

CFL ≤ 1

1 + 𝜆𝑖Δ𝑡 ≤ 1

1 + CFL cos 𝑤𝑖 − 1 − 𝐼 sin 𝑤𝑖 ≤ 1

CFL cos 𝑤𝑖 − CFL+1 − 𝐼 CFL sin 𝑤𝑖 ≤ 1

CFL cos 𝑤𝑖 − CFL + 1 2 + CFL sin 𝑤𝑖
2 ≤ 1

CFL2 cos2 𝑤𝑖 + CFL2 + 1 − 2CFL − 2CFL2 cos 𝑤𝑖 + 2CFL cos 𝑤𝑖 + CFL2 sin2 𝑤𝑖 ≤ 1

2CFL2 + 1 − 2CFL − 2CFL2 cos 𝑤𝑖 + 2CFL cos 𝑤𝑖 ≤ 1

CFL CFL − 1 (1 − cos 𝑤𝑖) ≤ 0

CFL ≥ 0

𝜆𝑖Δ𝑡 = CFL cos 𝑤𝑖 − 1 − 𝐼 sin 𝑤𝑖

CFL =
𝑐Δ𝑡

Δ𝑥

عدد کورانت

Courant–Friedrichs–Lewy

اویلرصریحروش

بعدییکموجمعادله

(مکاناولمرتبهبادسوگسسته سازی)

2CFL CFL − 1 − 2CFL cos 𝑤𝑖 CFL − 1 ≤ 0

2CFL CFL − 1 (1 − cos 𝑤𝑖) ≤0

(2CFL − 2CFL cos 𝑤𝑖) CFL − 1 ≤ 0

1 − cos 𝑤𝑖 ≥ 0
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ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداری روش های گسسته سازی زمانیپایداری و سازگاری

Re(𝜆𝑖Δ𝑡)

Im(𝜆𝑖Δ𝑡)

−1−2

پایدار

ارناپاید

𝜆𝑖Δ𝑡 = CFL cos 𝑤𝑖 − 1 − 𝐼 sin 𝑤𝑖

𝜉 = Re(𝜆𝑖Δ𝑡)=CFL cos 𝑤𝑖 − CFL

𝜂 = Im(𝜆𝑖Δ𝑡)= − CFL sin 𝑤𝑖

𝜉 + CFL 2 + 𝜂2 = CFL2

−CFL=
−3

4

CFL ≤ 1

CFL=
3

2

اویلرصریحروش

بعدییکموجمعادله

(مکاناولمرتبهبادسوگسسته سازی)
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ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداری روش های گسسته سازی زمانیپایداری و سازگاری

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 0

𝑎−2 =
−𝑐

2Δ𝑥
, 𝑎−1 =

2𝑐

Δ𝑥
, 𝑎0 =

−3𝑐

2Δ𝑥

𝜆𝑖 = 𝑎−2𝑒−2𝐼𝑤𝑖 + 𝑎−1𝑒−𝐼𝑤𝑖 + 𝑎0𝑒0

𝜆𝑖 =
𝑐

Δ𝑥

−cos 2𝑤𝑖

2
+ 2cos 𝑤𝑖 −

3

2
+ I

sin 2𝑤𝑖

2
− 2 sin 𝑤𝑖

𝑐 > 0

𝑑 ത𝜙𝑖

𝑑𝑡
= −

𝑐

Δ𝑥
(
3

2
ത𝜙𝑖 − 2 ത𝜙𝑖−1 +

1

2
ത𝜙𝑖−2)

𝑑 ത𝜙𝑖

𝑑𝑡
= −

𝑐

Δ𝑥
(𝜙𝑒 − 𝜙𝑤)

𝜆𝑖Δ𝑡 = CFL
−cos 2𝑤𝑖

2
+ 2cos 𝑤𝑖 −

3

2
+ I

sin 2𝑤𝑖

2
− 2 sin 𝑤𝑖

𝜙𝑒 =
− ത𝜙𝑖−1 + 3 ത𝜙𝑖

2

𝜙𝑤 =
− ത𝜙𝑖−2 + 3 ത𝜙𝑖−1

2

RK2روش

بعدییکموجمعادله

(مکاندوممرتبهبادسوگسسته سازی)
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ت
دلا

معا
دل

م

تحلیل پایداری روش های گسسته سازی زمانیپایداری و سازگاری

Re(𝜆𝑖Δ𝑡)

Im(𝜆𝑖Δ𝑡)

−2

پایدار

ارناپاید

𝜉 = Re(𝜆𝑖Δ𝑡)=CFL
−cos 2𝑤𝑖

2
+ 2cos 𝑤𝑖 −

3

2

𝜂 = Im(𝜆𝑖Δ𝑡)=CFL
sin 2𝑤𝑖

2
− 2 sin 𝑤𝑖

𝜆𝑖Δ𝑡 = CFL
−cos 2𝑤𝑖

2
+ 2cos 𝑤𝑖 −

3

2
+ I

sin 2𝑤𝑖

2
− 2 sin 𝑤𝑖

𝑤𝑖 =
2𝜋(𝑖 − 1)

𝑁
𝑖 = 1,2, … , 𝑁

CFL=1
CFL=

1

2

CFL ≤
1

2

CFL=
3

4

RK2روش

بعدییکموجمعادله

(مکاندوممرتبهبادسوگسسته سازی)
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ت
دلا

معا
دل

م

دقت گسسته سازی زمانیپایداری و سازگاری

𝜔𝑒,𝑖 = 𝜔𝑒,𝑖
0 𝑒𝜆𝑖 𝑡 𝜎 =

𝜔𝑒,𝑖
𝑛+1

𝜔𝑒,𝑖
𝑛 = |𝑒𝜆𝑖Δ𝑡|

𝑒𝜆𝑖Δ𝑡 = 1 + 𝜆𝑖Δ𝑡 +
𝜆𝑖Δ𝑡 2

2
+

𝜆𝑖Δ𝑡 3

6
+ ⋯

𝑑𝜔𝑖

𝑑𝑡
= 𝜆𝑖𝜔𝑖

اویلرصریحروش 𝜎 = 1 + 𝜆𝑖Δ𝑡

اویلرضمنیروش 𝜎 =
1

1 − 𝜆𝑖Δ𝑡 
= 1 + 𝜆𝑖Δ𝑡 + 𝜆𝑖Δ𝑡 2 + ⋯

RK2روش 𝜎 = 1 + 𝜆𝑖Δ𝑡 +
𝜆𝑖Δ𝑡 2

2

RK3روش 𝜎 = 1 + 𝜆𝑖Δ𝑡 +
𝜆𝑖Δ𝑡 2

2
+

𝜆𝑖Δ𝑡 3

6

𝑂(Δ𝑡)

𝑂(Δ𝑡)

𝑂(Δ𝑡2)

𝑂(Δ𝑡3)

𝑑𝜙𝑖

𝑑𝑡
= 𝑅𝑖

رتبهمیکزمانیسازیگسستهدقت

بزرگنماییضریبدقتازکمتر
𝜎 = 1 + 𝜆𝑖Δ𝑡 + 𝑂(Δ𝑡2)
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ت
دلا

معا
دل

م

خوش وضعمعادلات سهموی

𝜓 = 𝜙1 − 𝜙2

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙

𝑡 ≥ 0
𝐼𝐶: 𝜙 𝑥 , 0 = 𝑓(𝑥) 𝐵𝐶:

𝜕𝜙

𝜕𝑥
0 , 𝑡 = 𝑔 𝑡

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑙 , 𝑡 = ℎ 𝑡

𝜕𝜓

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
𝐼𝐶: 𝜓 𝑥 , 0 = 𝜙1 𝑥 , 0 − 𝜙2 𝑥 , 0 = 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥 = 0 𝐵𝐶:

𝜕𝜓

𝜕𝑥
0 , 𝑡 = 0

𝜕𝜓

𝜕𝑥
𝑙 , 𝑡 = 0

𝐸(𝑡) =
1

2
න

0

𝑙

𝜓2(𝑥, 𝑡)d𝑥 𝐸(0) = 0 𝐸(𝑡) ≥ 0 𝑡 ≥ 0

d𝐸

 d𝑡
=

1

2
න

0

𝑙 𝜕𝜓2

𝜕𝑡
 d𝑥 =

1

2
න

0

𝑙

2𝜓
𝜕𝜓

𝜕𝑡
d𝑥 = 𝛼 න

0

𝑙

𝜓
𝜕2𝜓

𝜕𝑥2 d𝑥

= 𝛼 𝜓
𝜕𝜓

𝜕𝑥
0

𝑙

− 𝛼 න
0

𝑙 𝜕𝜓

𝜕𝑥

2

 d𝑥 = −𝛼 න
0

𝑙 𝜕𝜓

𝜕𝑥

2

 d𝑥 ≤ 0

0 ≤ 𝐸(𝑡) ≤ 𝐸(0) = 0

𝐸 𝑡 = 0 𝜓 ≡ 0

𝜙1 = 𝜙2



دانشگاه صنعتی شریف
99

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات بیضوی

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2 = 𝑆(𝑥, 𝑦) 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴

𝐵𝐶: ൞

∇𝜙 𝜕𝐴 − 𝛿(𝜕𝐴) = 𝑓 𝑥, 𝑦

𝜙 𝛿(𝜕𝐴) = 𝑔 𝑥, 𝑦 ,  𝛿 𝜕𝐴 > 0

شرط مرزی دیریشله

شرط مرزی نیومن

شرط مرزی رابین

:وضعخوش

بستهدامنهیکروی✓

:مرزیشرایط✓

جوابتابعمقدار•

:𝐵𝐶(طهنقیکحداقلبجز)جوابتابعگرادیان•  𝜙 𝜕𝐴 = 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝐵𝐶:  𝛼𝜙 𝜕𝐴 + 𝛽∇𝜙 𝜕𝐴

𝑆 𝑥, 𝑦 = 0:
𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2 = 0
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ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودبیضویمعادلات 

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2 = 𝑆(𝑥, 𝑦)
0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙1

0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑙2

𝜙𝑖−1,𝑗 − 2𝜙𝑖,𝑗 + 𝜙𝑖+1,𝑗

Δ𝑥2 +
𝜙𝑖,𝑗−1 − 2𝜙𝑖,𝑗 + 𝜙𝑖,𝑗+1

Δ𝑦2 = 𝑆𝑖,𝑗

2 𝑖 𝑁

2

1
1

𝑗

𝑀

𝑟𝑦𝜙𝑖,𝑗−1 + 𝑟𝑥𝜙𝑖−1,𝑗 − 𝑟𝜙𝑖,𝑗 + 𝑟𝑥𝜙𝑖+1,𝑗 + 𝑟𝑦𝜙𝑖,𝑗+1 = 𝑆𝑖,𝑗

𝑟𝑥 =
1

Δ𝑥2 𝑟𝑦 =
1

Δ𝑦2 𝑟 =
2

Δ𝑥2 +
2

Δ𝑦2 :برای نقاط غیر مرزی
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ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودبیضویمعادلات 

−𝑟 𝑟𝑥 𝑟𝑦

𝑟𝑥 −𝑟 𝑟𝑥 ⋱

𝑟𝑥 −𝑟 𝑟𝑥 𝑟𝑦

𝑟𝑥 −𝑟 𝑟𝑥 𝑟𝑦

⋱ ⋱ ⋱
𝑟𝑦 𝑟𝑥 −𝑟 𝑟𝑥

⋱ 𝑟𝑥 −𝑟 𝑟𝑥

𝑟𝑦 𝑟𝑥 −𝑟 𝑟𝑥

𝑟𝑦 𝑟𝑥 −𝑟

𝜙1,1

𝜙2,1

𝜙3,1

⋮

𝜙𝑁−1,𝑀

𝜙𝑁,𝑀

=

𝑅1,1

𝑅2,1

𝑅3,1

⋮

𝑅𝑁−1,𝑀

𝑅𝑁,𝑀

𝑅𝑖,𝑗
𝑛 = ൞

? 𝐵. 𝐶. ,  𝑖 = 1, 𝑁 or 𝑗 = 1, 𝑀

𝑆𝑖,𝑗 ,  otherwise.

𝐴𝑃×𝑃 × 𝜙𝑃×1 = 𝑅𝑃×1 𝑃 = 𝑀 × 𝑁

2 𝑖

2

1
1

𝑗

𝑀

𝑁
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ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات بیضوی

𝜙𝑃×1 = 𝐴𝑃×𝑃
−1 × 𝑅𝑃×1 𝑂 𝑃3 (Gauss Elimination)گوسهستهروشمثلمستقیمروش.۱

𝜙𝑃×1(Krylov Subspace)کریلفزیرفضایمثلتقریبیروش های.۲ ≅ ሚ𝐴𝑃×𝑃
−1 × 𝑅𝑃×1 𝑂 𝑃

(Iterative)تکراریروش های.۳

(𝐵𝑃×𝑃+𝐶𝑃×𝑃) × 𝜙𝑃×1 = 𝑅𝑃×1

𝐵 × 𝜙 = −𝐶 × 𝜙 + 𝑅

𝜙(𝑘+1) = 𝐵−1 × (−𝐶 × 𝜙(𝑘) + 𝑅)𝐵 × 𝜙(𝑘+1) = −𝐶 × 𝜙(𝑘) + 𝑅 𝑂 𝑃

دستگاهحلروش های

𝐴 = 𝐵 + 𝐶
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ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات بیضوی

𝑟𝑦𝜙𝑖,𝑗−1 + 𝑟𝑥𝜙𝑖−1,𝑗 − 𝑟𝜙𝑖,𝑗 + 𝑟𝑥𝜙𝑖+1,𝑗 + 𝑟𝑦𝜙𝑖,𝑗+1 = 𝑆𝑖,𝑗

𝑟𝜙𝑖,𝑗 = 𝑟𝑦𝜙𝑖,𝑗−1 + 𝑟𝑥𝜙𝑖−1,𝑗 + 𝑟𝑥𝜙𝑖+1,𝑗 + 𝑟𝑦𝜙𝑖,𝑗+1 − 𝑆𝑖,𝑗

𝜙𝑖,𝑗 =
𝑟𝑦

𝑟
(𝜙𝑖,𝑗−1+𝜙𝑖,𝑗+1) +

𝑟𝑥

𝑟
(𝜙𝑖−1,𝑗+𝜙𝑖+1,𝑗) −

1

𝑟
𝑆𝑖,𝑗

𝜙𝑖,𝑗 = 𝜌𝑦(𝜙𝑖,𝑗−1+𝜙𝑖,𝑗+1) + 𝜌𝑥(𝜙𝑖−1,𝑗+𝜙𝑖+1,𝑗) − 𝜌𝑆𝑖,𝑗 𝜌𝑥 =
Δ𝑦2

2 Δ𝑥2 + Δ𝑦2

𝜌𝑦 =
Δ𝑥2

2 Δ𝑥2 + Δ𝑦2

𝜌 =
Δ𝑥2Δ𝑦2

2 Δ𝑥2 + Δ𝑦2

بیضویمعادلهگسستهشکل
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ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات بیضوی

𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝜌𝑦(𝜙𝑖,𝑗−1

𝑘 + 𝜙𝑖,𝑗+1
𝑘 ) + 𝜌𝑥(𝜙𝑖−1,𝑗

𝑘 + 𝜙𝑖+1,𝑗
𝑘 ) − 𝜌𝑆𝑖,𝑗

𝑘 (Point Jacobi)نقطه ایژاکوبیروش

(Initialize)اولیهمقداردهی 𝜙𝑖,𝑗
𝑘 ቚ

iter 𝑘=1
= 𝜙𝑖,𝑗

1

همگراییشرط 𝛿𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝜙𝑖,𝑗

𝑘+1 − 𝜙𝑖,𝑗
𝑘 ≤ 𝜖

𝛿𝜙𝑘+1
𝑞=2

≤ 𝜖

ℓ2 =
σ 𝛿𝜙𝑖,𝑗

𝑘+1 2

𝑃

2 𝑖

2

1
1

𝑗

𝑀

𝑁

: 𝑃مجهولاتتعداد
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𝛿𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝜌𝑦(𝜙𝑖,𝑗−1

𝑘+1 + 𝜙𝑖,𝑗+1
𝑘 ) + 𝜌𝑥(𝜙𝑖−1,𝑗

𝑘+1 + 𝜙𝑖+1,𝑗
𝑘 ) − 𝜌𝑆𝑖,𝑗

𝑘 − 𝜙𝑖,𝑗
𝑘

(Point Gauss-Seidel)نقطه ایسایدل-گوسروش

𝛿𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝜙𝑖,𝑗

𝑘+1 − 𝜙𝑖,𝑗
𝑘

𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝜌𝑦(𝜙𝑖,𝑗−1

𝑘+1 + 𝜙𝑖,𝑗+1
𝑘 ) + 𝜌𝑥(𝜙𝑖−1,𝑗

𝑘+1 + 𝜙𝑖+1,𝑗
𝑘 ) − 𝜌𝑆𝑖,𝑗

𝑘

𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝜙𝑖,𝑗

𝑘 + 𝛿𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1

2 𝑖

2

1
1

𝑗

𝑀

𝑁
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𝛿𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝜌𝑦(𝜙𝑖,𝑗−1

𝑘+1 + 𝜙𝑖,𝑗+1
𝑘 ) + 𝜌𝑥(𝜙𝑖−1,𝑗

𝑘+1 + 𝜙𝑖+1,𝑗
𝑘 ) − 𝜌𝑆𝑖,𝑗

𝑘 − 𝜙𝑖,𝑗
𝑘

SOR & SUR(Point Successive Over/Under Relaxation)تخفیفیاتشدیدنقطه ایروش

𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝜙𝑖,𝑗

𝑘 + 𝜔𝛿𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1

0 < 𝜔 < 1 Under Relaxation Factor

𝜔 رهاسازیضریب

Over Relaxation Factor1 < 𝜔 < 2

𝜔 > 2 ناپایدار

Iteration No.

𝛿𝜙
2

Point Jacobi

P − SUR

P − GS
P − SOR

Relaxation Factor
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𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝜌𝑦(𝜙𝑖,𝑗−1

𝑘 + 𝜙𝑖,𝑗+1
𝑘 ) + 𝜌𝑥(𝜙𝑖−1,𝑗

𝑘+1 + 𝜙𝑖+1,𝑗
𝑘+1 ) − 𝜌𝑆𝑖,𝑗

𝑘

(Line Jacobi)خطیژاکوبیروش

𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝜌𝑦(𝜙𝑖,𝑗−1

𝑘+1 + 𝜙𝑖,𝑗+1
𝑘+1 ) + 𝜌𝑥(𝜙𝑖−1,𝑗

𝑘 + 𝜙𝑖+1,𝑗
𝑘 ) − 𝜌𝑆𝑖,𝑗

𝑘

2 𝑖

2

1
1

𝑗

𝑀

𝑁

ردیفبهردیف
2 𝑖

2

1
1

𝑗

𝑀

𝑁

نستوبهستون

:روشانتخاب

:(Isotropic)همسانگردمسائل✓

نقطه ایروشبامشابههمگرایی

.(یکسانهزینه)

غالبجهت:همسانگردغیرمسائل✓

:مرزیلایهدر)گرادیان

(ستونبهستون

𝜕𝑢

𝜕𝑦
≫

𝜕𝑢

𝜕𝑥
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(Line Jacobi)خطیژاکوبیروش

𝜌𝑥𝜙𝑖−1,𝑗
𝑘+1 − 𝜙𝑖,𝑗

𝑘+1 + 𝜌𝑥𝜙𝑖+1,𝑗
𝑘+1 = 𝜌𝑆𝑖,𝑗

𝑘 − 𝜌𝑦(𝜙𝑖,𝑗−1
𝑘 + 𝜙𝑖,𝑗+1

𝑘 ) 

−1 𝜌𝑥

𝜌𝑥 −1 𝜌𝑥

𝜌𝑥 −1 𝜌𝑥

⋱ ⋱ ⋱
𝜌𝑥 −1 𝜌𝑥

𝜌𝑥 −1

𝜙1,𝑗
𝑘+1

𝜙2,𝑗
𝑘+1

𝜙3,𝑗
𝑘+1

⋮
𝜙𝑁−1,𝑗

𝑘+1

𝜙𝑁,𝑗
𝑘+1

=

𝑅1,𝑗
𝑘

𝑅2,𝑗
𝑘

𝑅3,𝑗
𝑘

⋮
𝑅𝑁−1,𝑗

𝑘

𝑅𝑁,𝑗
𝑘

𝑅𝑖,𝑗
𝑘 = 𝜌𝑆𝑖,𝑗

𝑘 − 𝜌𝑦(𝜙𝑖,𝑗−1
𝑘 + 𝜙𝑖,𝑗+1

𝑘 ) مرزیغیرنقاط

𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝜌𝑦(𝜙𝑖,𝑗−1

𝑘 + 𝜙𝑖,𝑗+1
𝑘 ) + 𝜌𝑥(𝜙𝑖−1,𝑗

𝑘+1 + 𝜙𝑖+1,𝑗
𝑘+1 ) − 𝜌𝑆𝑖,𝑗

𝑘 ردیفبهردیف

𝜌𝑥𝜙𝑖−1,𝑗
𝑘+1 − 𝜙𝑖,𝑗

𝑘+1 + 𝜌𝑥𝜙𝑖+1,𝑗
𝑘+1 = 𝑅𝑖,𝑗

𝑘  
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تفاضل محدودمعادلات بیضوی

𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝜌𝑦(𝜙𝑖,𝑗−1

𝑘+1 + 𝜙𝑖,𝑗+1
𝑘 ) + 𝜌𝑥(𝜙𝑖−1,𝑗

𝑘+1 + 𝜙𝑖+1,𝑗
𝑘+1 ) − 𝜌𝑆𝑖,𝑗

𝑘

𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝜌𝑦(𝜙𝑖,𝑗−1

𝑘+1 + 𝜙𝑖,𝑗+1
𝑘+1 ) + 𝜌𝑥(𝜙𝑖−1,𝑗

𝑘+1 + 𝜙𝑖+1,𝑗
𝑘 ) − 𝜌𝑆𝑖,𝑗

𝑘

ردیفبهردیف

نستوبهستون

(Line Gauss-Seidel)خطیسایدل-گوسروش

𝜌𝑥𝜙𝑖−1,𝑗ردیفبهردیف
𝑘+1 − 𝜙𝑖,𝑗

𝑘+1 + 𝜌𝑥𝜙𝑖+1,𝑗
𝑘+1 = 𝜌𝑆𝑖,𝑗

𝑘 − 𝜌𝑦(𝜙𝑖,𝑗−1
𝑘+1 + 𝜙𝑖,𝑗+1

𝑘 ) 

𝑅𝑖,𝑗
𝑘 = 𝜌𝑆𝑖,𝑗

𝑘 − 𝜌𝑦(𝜙𝑖,𝑗−1
𝑘+1 + 𝜙𝑖,𝑗+1

𝑘 )𝜌𝑥𝜙𝑖−1,𝑗
𝑘+1 − 𝜙𝑖,𝑗

𝑘+1 + 𝜌𝑥𝜙𝑖+1,𝑗
𝑘+1 = 𝑅𝑖,𝑗

𝑘  
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تفاضل محدودمعادلات بیضوی

𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝜌𝑦(𝜙𝑖,𝑗−1

𝑘+1 + 𝜙𝑖,𝑗+1
𝑘 ) + 𝜌𝑥(𝜙𝑖−1,𝑗

𝑘+1 + 𝜙𝑖+1,𝑗
𝑘+1 ) − 𝜌𝑆𝑖,𝑗

𝑘 سایدلگوسروشردیفبهردیف

(Line SOR & SUR)خطیتخفیفیاتشدیدروش

𝛿𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝜌𝑦 𝜙𝑖,𝑗−1

𝑘+1 + 𝜙𝑖,𝑗+1
𝑘 + 𝜌𝑥 𝜙𝑖−1,𝑗

𝑘+1 + 𝜙𝑖+1,𝑗
𝑘+1 − 𝜌𝑆𝑖,𝑗

𝑘 − 𝜙𝑖,𝑗
𝑘

𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝜙𝑖,𝑗

𝑘 + 𝜔 𝜌𝑦 𝜙𝑖,𝑗−1
𝑘+1 + 𝜙𝑖,𝑗+1

𝑘 + 𝜌𝑥 𝜙𝑖−1,𝑗
𝑘+1 + 𝜙𝑖+1,𝑗

𝑘+1 − 𝜌𝑆𝑖,𝑗
𝑘 − 𝜙𝑖,𝑗

𝑘

SORروش

𝛿𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝜙𝑖,𝑗

𝑘+1 − 𝜙𝑖,𝑗
𝑘

𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝜙𝑖,𝑗

𝑘 + 𝜔𝛿𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1

SORروشردیفبهردیف
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(Line SOR & SUR)خطیتخفیفیاتشدیدروش

𝜔𝜌𝑥𝜙𝑖−1,𝑗
𝑘+1 − 𝜙𝑖,𝑗

𝑘+1 + 𝜔𝜌𝑥𝜙𝑖+1,𝑗
𝑘+1 = 𝜔 − 1 𝜙𝑖,𝑗

𝑘 + 𝜔𝜌𝑆𝑖,𝑗
𝑘 − 𝜔𝜌𝑦 𝜙𝑖,𝑗−1

𝑘+1 + 𝜙𝑖,𝑗+1
𝑘  

𝑅𝑖,𝑗
𝑘 = 𝜔 − 1 𝜙𝑖,𝑗

𝑘 + 𝜔𝜌𝑆𝑖,𝑗
𝑘 − 𝜔𝜌𝑦 𝜙𝑖,𝑗−1

𝑘+1 + 𝜙𝑖,𝑗+1
𝑘𝜔𝜌𝑥𝜙𝑖−1,𝑗

𝑘+1 − 𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 + 𝜔𝜌𝑥𝜙𝑖+1,𝑗

𝑘+1 = 𝑅𝑖,𝑗
𝑘  

𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝜙𝑖,𝑗

𝑘 + 𝜔 𝜌𝑦 𝜙𝑖,𝑗−1
𝑘+1 + 𝜙𝑖,𝑗+1

𝑘 + 𝜌𝑥 𝜙𝑖−1,𝑗
𝑘+1 + 𝜙𝑖+1,𝑗

𝑘+1 − 𝜌𝑆𝑖,𝑗
𝑘 − 𝜙𝑖,𝑗

𝑘
SORروشردیفبهردیف

−1 𝜔𝜌𝑥

𝜔𝜌𝑥 −1 𝜔𝜌𝑥

𝜔𝜌𝑥 −1 𝜔𝜌𝑥

⋱ ⋱ ⋱
𝜔𝜌𝑥 −1 𝜔𝜌𝑥

𝜔𝜌𝑥 −1

𝜙1,𝑗
𝑘+1

𝜙2,𝑗
𝑘+1

𝜙3,𝑗
𝑘+1

⋮
𝜙𝑁−1,𝑗

𝑘+1

𝜙𝑁,𝑗
𝑘+1

=

𝑅1,𝑗
𝑘

𝑅2,𝑗
𝑘

𝑅3,𝑗
𝑘

⋮
𝑅𝑁−1,𝑗

𝑘

𝑅𝑁,𝑗
𝑘
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(ADI)متناوبجهتضمنیروش

𝜔𝜌𝑥𝜙𝑖−1,𝑗
𝑘+1 − 𝜙𝑖,𝑗

𝑘+1 + 𝜔𝜌𝑥𝜙𝑖+1,𝑗
𝑘+1 = 𝜔 − 1 𝜙𝑖,𝑗

𝑘 + 𝜔𝜌𝑆𝑖,𝑗
𝑘 − 𝜔𝜌𝑦 𝜙𝑖,𝑗−1

𝑘+1 + 𝜙𝑖,𝑗+1
𝑘  

𝑅𝑖,𝑗
𝑘 = 𝜔 − 1 𝜙𝑖,𝑗

𝑘 + 𝜔𝜌𝑆𝑖,𝑗
𝑘 − 𝜔𝜌𝑦 𝜙𝑖,𝑗−1

𝑘+1 + 𝜙𝑖,𝑗+1
𝑘𝜔𝜌𝑥𝜙𝑖−1,𝑗

𝑘+1 − 𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 + 𝜔𝜌𝑥𝜙𝑖+1,𝑗

𝑘+1 = 𝑅𝑖,𝑗
𝑘  

𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝜙𝑖,𝑗

𝑘 + 𝜔 𝜌𝑦 𝜙𝑖,𝑗−1
𝑘+1 + 𝜙𝑖,𝑗+1

𝑘 + 𝜌𝑥 𝜙𝑖−1,𝑗
𝑘+1 + 𝜙𝑖+1,𝑗

𝑘+1 − 𝜌𝑆𝑖,𝑗
𝑘 − 𝜙𝑖,𝑗

𝑘
SORروشردیفبهردیف

−1 𝜔𝜌𝑥

𝜔𝜌𝑥 −1 𝜔𝜌𝑥

𝜔𝜌𝑥 −1 𝜔𝜌𝑥

⋱ ⋱ ⋱
𝜔𝜌𝑥 −1 𝜔𝜌𝑥

𝜔𝜌𝑥 −1

𝜙1,𝑗
𝑘+1

𝜙2,𝑗
𝑘+1

𝜙3,𝑗
𝑘+1

⋮
𝜙𝑁−1,𝑗

𝑘+1

𝜙𝑁,𝑗
𝑘+1

=

𝑅1,𝑗
𝑘

𝑅2,𝑗
𝑘

𝑅3,𝑗
𝑘

⋮
𝑅𝑁−1,𝑗

𝑘

𝑅𝑁,𝑗
𝑘



دانشگاه صنعتی شریف
۱۱3

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودمعادلات بیضوی

(ADI)متناوبجهتضمنیروش

2 𝑖

2

1
1

𝑗

𝑀

𝑁

ردیفبهردیف

2 𝑖

2

1
1

𝑗

𝑀

𝑁

نستوبهستون 𝑘 +
1

2
← 𝑘𝑘 + 1 ← 𝑘 +

1

2
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(ADI)متناوبجهتضمنیروش

𝜙
𝑖,𝑗

𝑘+
1
2 = 𝜌𝑦(𝜙

𝑖,𝑗−1

𝑘+
1
2 + 𝜙𝑖,𝑗+1

𝑘 ) + 𝜌𝑥(𝜙
𝑖−1,𝑗

𝑘+
1
2 + 𝜙

𝑖+1,𝑗

𝑘+
1
2 ) − 𝜌𝑆𝑖,𝑗

𝑘

𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝜌𝑦(𝜙𝑖,𝑗−1

𝑘+1 + 𝜙𝑖,𝑗+1
𝑘+1 ) + 𝜌𝑥(𝜙𝑖−1,𝑗

𝑘+1 + 𝜙
𝑖+1,𝑗

𝑘+
1
2 ) − 𝜌𝑆

𝑖,𝑗

𝑘+
1
2

ردیفبهردیف

نستوبهستون

𝑅𝑖,𝑗
𝑘 = 𝜌𝑆𝑖,𝑗

𝑘 − 𝜌𝑦(𝜙
𝑖,𝑗−1

𝑘+
1
2 + 𝜙𝑖,𝑗+1

𝑘 )

𝜌𝑦𝜙𝑖,𝑗+1
𝑘+1 − 𝜙𝑖,𝑗

𝑘+1 + 𝜌𝑦𝜙𝑖,𝑗+1
𝑘+1 = 𝑅

𝑖,𝑗

𝑘+
1
2 

ردیفبهردیف

𝑅نستوبهستون
𝑖,𝑗

𝑘+
1
2 = 𝜌𝑆

𝑖,𝑗

𝑘+
1
2 − 𝜌𝑥(𝜙𝑖−1,𝑗

𝑘+1 + 𝜙
𝑖+1,𝑗

𝑘+
1
2 )

𝜌𝑥𝜙
𝑖−1,𝑗

𝑘+
1
2 − 𝜙

𝑖,𝑗

𝑘+
1
2 + 𝜌𝑥𝜙

𝑖+1,𝑗

𝑘+
1
2 = 𝑅𝑖,𝑗

𝑘  
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Over-Relaxed ADIروش

𝜙
𝑖,𝑗

𝑘+
1
2 = 𝜙𝑖,𝑗

𝑘 + 𝜔 𝜌𝑦 𝜙
𝑖,𝑗−1

𝑘+
1
2 + 𝜙𝑖,𝑗+1

𝑘 + 𝜌𝑥 𝜙
𝑖−1,𝑗

𝑘+
1
2 + 𝜙

𝑖+1,𝑗

𝑘+
1
2 − 𝜌𝑆𝑖,𝑗

𝑘 − 𝜙𝑖,𝑗
𝑘

𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝜙

𝑖,𝑗

𝑘+
1
2 + 𝜔 𝜌𝑦 𝜙𝑖,𝑗−1

𝑘+1 + 𝜙𝑖,𝑗+1
𝑘+1 + 𝜌𝑥 𝜙𝑖−1,𝑗

𝑘+1 + 𝜙
𝑖+1,𝑗

𝑘+
1
2 − 𝜌𝑆

𝑖,𝑗

𝑘+
1
2 − 𝜙

𝑖,𝑗

𝑘+
1
2

𝑅𝑖,𝑗
𝑘 = 𝜔 − 1 𝜙𝑖,𝑗

𝑘 + 𝜔𝜌𝑆𝑖,𝑗
𝑘 − 𝜔𝜌𝑦(𝜙

𝑖,𝑗−1

𝑘+
1
2 + 𝜙𝑖,𝑗+1

𝑘 )

𝜔𝜌𝑦𝜙𝑖,𝑗+1
𝑘+1 − 𝜙𝑖,𝑗

𝑘+1 + 𝜔𝜌𝑦𝜙𝑖,𝑗+1
𝑘+1 = 𝑅

𝑖,𝑗

𝑘+
1
2 

ردیفبهردیف

نستوبهستون

𝑅
𝑖,𝑗

𝑘+
1
2 = 𝜔 − 1 𝜙

𝑖,𝑗

𝑘+
1
2 + 𝜔𝜌𝑆

𝑖,𝑗

𝑘+
1
2 − 𝜔𝜌𝑥(𝜙𝑖−1,𝑗

𝑘+1 + 𝜙
𝑖+1,𝑗

𝑘+
1
2 )

𝜔𝜌𝑥𝜙
𝑖−1,𝑗

𝑘+
1
2 − 𝜙

𝑖,𝑗

𝑘+
1
2 + 𝜔𝜌𝑥𝜙

𝑖+1,𝑗

𝑘+
1
2 = 𝑅𝑖,𝑗

𝑘  



دانشگاه صنعتی شریف
۱۱6

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودبیضویمعادلات 

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
= 𝑆(𝑥, 𝑦) 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙1 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑙2

2 𝑖 𝑁

2

1
1

𝑗

𝑀

𝐵𝐶:

𝜙(𝑥, 0) = 𝑓 𝑥

𝜙(𝑥, 𝑙2) = 𝑔 𝑥

𝜙(0, 𝑦) = ℎ 𝑦

𝜙(𝑙1, 𝑦) = 𝑤 𝑦

دیریشلهمرزیشرط

𝐵𝐶:

𝜙𝑖,1 = 𝑓 𝑥𝑖

𝜙𝑖,𝑀 = 𝑔 𝑥𝑖

𝜙1,𝑗 = ℎ 𝑦𝑗

𝜙𝑁,𝑗 = 𝑤 𝑦𝑗

شروع

دریافت شرایط مرزی و حدس اولیه

به روزرسانی مقادبر تابع جواب

بررسی 
همگرایی؟

گزارش نتایج

پایان

هبل

خیر



دانشگاه صنعتی شریف

𝑀 + 1

۱۱7

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودبیضویمعادلات 

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
= 𝑆(𝑥, 𝑦) 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙1 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑙2

2 𝑖 𝑁

2

1
1

𝑗

𝑀

نیومنمرزیشرط

به روزرسانی مقادبر تابع جواب
و مرز های نیومن

بررسی 
همگرایی؟

هبل

خیر

𝐵𝐶:
𝜕𝜙

𝜕𝑦
𝑥 , 𝑙2 = 𝑓(𝑥)

𝜙𝑖,𝑀+1 − 𝜙𝑖,𝑀−1

2Δ𝑦
= 𝑓(𝑥𝑖)

𝜙𝑖,𝑀+1 = 2Δ𝑦𝑓 𝑥𝑖 + 𝜙𝑖,𝑀−1

به روزرسانی نقاط مجازی

مجازینقاطبه روزرسانیلزوم

ADIروشمرحلهنیمهردر

𝜙𝑖,𝑀+1
𝑘 = 2Δ𝑦𝑓 𝑥𝑖 + 𝜙𝑖,𝑀−1

𝑘

دریافت شرایط مرزی و حدس اولیه 
برای داخل میدان و مرز نیومن
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𝑀 + 1

۱۱8

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودبیضویمعادلات 

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
= 𝑆(𝑥, 𝑦) 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙1 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑙2

2 𝑖 𝑁

2

1
1

𝑗

𝑀

رابینمرزیشرط

به روزرسانی مقادبر تابع جواب
و مرز های نیومن

بررسی 
همگرایی؟

هبل

خیر

𝐵𝐶: 𝑎𝜙 𝑥, 𝑙2 +
𝜕𝜙

𝜕𝑦
𝑥 , 𝑙2 = 𝑓(𝑥)

𝑎𝜙𝑖,𝑀 + 𝑏
𝜙𝑖,𝑀+1 − 𝜙𝑖,𝑀−1

2Δ𝑦
= 𝑓(𝑥𝑖)

𝜙𝑖,𝑀+1 =
2Δ𝑦

𝑏
𝑓 𝑥𝑖 − 𝑎𝜙𝑖,𝑀 + 𝜙𝑖,𝑀−1

به روزرسانی نقاط مجازی

مجازینقاطبه روزرسانیلزوم

ADIروشمرحلهنیمهردر

𝜙𝑖,𝑀+1
𝑘 =

2Δ𝑦

𝑏
𝑓 𝑥𝑖 − 𝑎𝜙𝑖,𝑀

𝑘 + 𝜙𝑖,𝑀−1
𝑘
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۱۱9

ت
دلا

معا
دل

م

حجم محدودبیضویمعادلات 

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2 = 𝑆(𝑥, 𝑦)
0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙1

0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑙2

ത𝜙𝑖−1,𝑗 − 2 ത𝜙𝑖,𝑗 + ത𝜙𝑖+1,𝑗

Δ𝑥2 +
ത𝜙𝑖,𝑗−1 − 2 ത𝜙𝑖,𝑗 + ത𝜙𝑖,𝑗+1

Δ𝑦2 = ҧ𝑆𝑖,𝑗

2 𝑖 𝑁

2

1

1

𝑗

𝑀

𝑟𝑦
ത𝜙𝑖,𝑗−1 + 𝑟𝑥

ത𝜙𝑖−1,𝑗 − 𝑟 ത𝜙𝑖,𝑗 + 𝑟𝑥
ത𝜙𝑖+1,𝑗 + 𝑟𝑦

ത𝜙𝑖,𝑗+1 = ҧ𝑆𝑖,𝑗

𝑟𝑥 =
1

Δ𝑥2 𝑟𝑦 =
1

Δ𝑦2 𝑟 =
2

Δ𝑥2 +
2

Δ𝑦2 :یبرای تمامی سلول های حقیق

ҧ𝑆𝑖,𝑗 = 𝑆𝑖,𝑗 + 𝑂(Δ𝑥2)
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۱2۰

ت
دلا

معا
دل

م

حجم محدودبیضویمعادلات 

ത𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 = 𝜌𝑦( ത𝜙𝑖,𝑗−1

𝑘+1 + ത𝜙𝑖,𝑗+1
𝑘 ) + 𝜌𝑥( ത𝜙𝑖−1,𝑗

𝑘+1 + ത𝜙𝑖+1,𝑗
𝑘 ) − 𝜌 ҧ𝑆𝑖,𝑗

𝑘

𝜌𝑥 =
Δ𝑦2

2 Δ𝑥2 + Δ𝑦2 𝜌𝑦 =
Δ𝑥2

2 Δ𝑥2 + Δ𝑦2 𝜌 =
Δ𝑥2Δ𝑦2

2 Δ𝑥2 + Δ𝑦2

نقطه ایسایدلگوسروش

𝛿 ത𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 = ത𝜙𝑖,𝑗

𝑘+1 − ത𝜙𝑖,𝑗
𝑘

𝛿𝜙
2

≤ 𝜖
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۱2۱

ت
دلا

معا
دل

م

حجم محدودبیضویمعادلات 

ത𝜙𝑖,𝑗خطیسایدلگوسروش
𝑘+1 = 𝜌𝑦( ത𝜙𝑖,𝑗−1

𝑘+1 + ത𝜙𝑖,𝑗+1
𝑘 ) + 𝜌𝑥( ത𝜙𝑖−1,𝑗

𝑘+1 + ത𝜙𝑖+1,𝑗
𝑘+1 ) − 𝜌 ҧ𝑆𝑖,𝑗

𝑘 ردیفبهردیف

ത𝑅𝑖,𝑗
𝑘 = 𝜌 ҧ𝑆𝑖,𝑗

𝑘 − 𝜌𝑦( ത𝜙𝑖,𝑗−1
𝑘+1 + ത𝜙𝑖,𝑗+1

𝑘 )

𝜌𝑥
ത𝜙𝑖−1,𝑗

𝑘+1 − ത𝜙𝑖,𝑗
𝑘+1 + 𝜌𝑥

ത𝜙𝑖+1,𝑗
𝑘+1 = ത𝑅𝑖,𝑗

𝑘  

2 𝑖 𝑁

2

1

1

𝑗

𝑀
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۱22

ت
دلا

معا
دل

م

حجم محدودبیضویمعادلات 

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
= 𝑆(𝑥, 𝑦) 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙1 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑙2

دیریشلهمرزیشرط

𝐵𝐶: 𝜙(𝑥, 𝑙2) = 𝑓 𝑥

2 𝑖 𝑁

2

1

1

𝑗

𝑀

0

𝑀 + 1

0 𝑁 + 1

ത𝜙𝑖,𝑀+1 + ത𝜙𝑖,𝑀

2
= 𝑓(𝑥𝑖)

ത𝜙𝑖,𝑀+1 = 2𝑓 𝑥𝑖 − ത𝜙𝑖,𝑀

ത𝜙𝑖,𝑀+1
𝑘 = 2𝑓 𝑥𝑖 − ത𝜙𝑖,𝑀

𝑘

به روزرسانی مقادبر تابع جواب
و مرز ها

بررسی 
همگرایی؟

هبل

خیر

به روزرسانی نقاط مجازی

دریافت شرایط مرزی و حدس اولیه 
برای کل میدان و مرزها
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۱23

ت
دلا

معا
دل

م

حجم محدودبیضویمعادلات 

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
= 𝑆(𝑥, 𝑦) 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙1 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑙2

نیومنمرزیشرط

𝐵𝐶:
𝜕𝜙

𝜕𝑦
𝑥 , 𝑙2 = 𝑓(𝑥)

2 𝑖 𝑁

2

1

1

𝑗

𝑀

0

𝑀 + 1

0 𝑁 + 1

ത𝜙𝑖,𝑀+1 − ത𝜙𝑖,𝑀

Δ𝑦
= 𝑓(𝑥𝑖)

ത𝜙𝑖,𝑀+1 = Δ𝑦𝑓 𝑥𝑖 + ത𝜙𝑖,𝑀

ത𝜙𝑖,𝑀+1
𝑘 = Δ𝑦𝑓 𝑥𝑖 + ത𝜙𝑖,𝑀

𝑘
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۱2۴

ت
دلا

معا
دل

م

تعریفهذلولویمعادلات 

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2 − 𝑐2
𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 = 𝑆(𝑥, 𝑦)

𝑀 > 1

:وضعخوش

:اولیهشرایط✓

آنگرادیانوجوابتابعمقدار✓

:مرزیشرایط✓

جوابتابعمقدار•

جوابتابعگرادیان•

𝑆 𝑥, 𝑦 = 0:
𝜕2𝜙

𝜕𝑡2 − 𝑐2
𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 = 0

𝜕2 𝜙

𝜕𝑥2 + (1 − 𝑀2)
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2 = 0

 

:معادله پتانسیل جریان غیر لزج غیر چرخشی، تراکم پذیر

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 0 معادله موج مرتبه یک

معادله موج
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۱25

ت
دلا

معا
دل

م

کاربردهذلولویمعادلات 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0 شتاب یک بعدی

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑇

𝜕𝑥
= 𝛼

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
معادله انرژی یک بعدی

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑇

𝜕𝑦
= 𝛼∇2𝑇 معادله انرژی دو بعدی

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 0

𝜕

𝜕𝑡

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= −𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
→

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2 = −𝑐
𝜕2𝜙

𝜕𝑡𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= −𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
→

𝜕2𝜙

𝜕𝑡𝜕𝑥
= −𝑐

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2 = 𝑐2
𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
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۱26

ت
دلا

معا
دل

م

معادله موجهذلولویمعادلات 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 0 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 𝑡 ≥ 0

𝜙 𝑥, 0 = 𝑓(𝑥) 𝜙 0, 𝑡 = 𝑔(𝑡)

𝜙exact 𝑥, 𝑡 =

𝑓 𝑥 − 𝑐𝑡 ;  𝑥 > 𝑐𝑡

𝑔 𝑡 −
𝑥

𝑐
;  𝑥 < 𝑐𝑡

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 0 𝑡 ≥ 0

𝜙 𝑥, 0 = 𝑓(𝑥) 𝜙 𝑥, 𝑡 = 𝜙(𝑥 − 𝑙, 𝑡)

𝜙exact 𝑥, 𝑡 = 𝑓(𝑥 − 𝑐𝑡)

𝑇 =
𝑙

𝑐
دوره تناوب

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙

𝑐 > 0

𝑐 > 0

𝜙
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۱27

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودهذلولویمعادلات 

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 𝑡 ≥ 0𝑐 > 0𝜕𝜙

𝜕𝑡
= −𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥

𝜙𝑖
𝑛+1  − 𝜙𝑖 

𝑛

Δ𝑡
= −𝑐

𝜙𝑖
𝑛  − 𝜙𝑖−1 

𝑛

Δ𝑥
FTBS𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥) مکانروش صریح اویلر با گسسته سازی پسرو

𝜙𝑖
𝑛+1 = 𝜙𝑖 

𝑛 −
𝑐Δ𝑡

Δ𝑥
𝜙𝑖

𝑛  − 𝜙𝑖−1 
𝑛

𝜙𝑖
𝑛+1 = 𝜙𝑖 

𝑛 1 − CFL + CFL𝜙𝑖−1 
𝑛

CFL =
𝑐Δ𝑡

Δ𝑥

𝜙𝑖
𝑛+1 = 𝜙𝑖 

𝑛 − CFL 𝜙𝑖
𝑛  − 𝜙𝑖−1 

𝑛

شرط  پایداری CFL ≤ 1

کانیمیکمرتبهپسرو–اویلرصریح روش
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۱28

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودهذلولویمعادلات 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 0 𝑐 > 0

𝜙 0, 𝑡 = 𝑔(𝑡) دیریشلهمرزیشرط

𝜙1 
𝑛+1 = 𝑔(𝑡𝑛+1)

𝜙 𝑥, 𝑡 = 𝜙(𝑥 − 𝑙, 𝑡) متناوبمرزیشرط

𝜙𝑁
𝑛+1 = 𝜙𝑁

𝑛 1 − CFL + CFL𝜙𝑁−1 
𝑛

𝜙1
𝑛+1 = 𝜙1

𝑛 1 − CFL + CFL 𝜙𝑁−1 
𝑛

𝜙𝑖 
𝑛+1 = 𝜙𝑖−𝑁+1 

𝑛+1
𝜙0

𝑛+1 = 𝜙𝑁−1 
𝑛+1

انیمکیکمرتبه–اویلرصریح روش

مرزیشرط

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 𝑡 ≥ 0

2 𝑖 𝑁

2

1
1

2 𝑖 𝑁

2

1
1



دانشگاه صنعتی شریف
۱29

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودهذلولویمعادلات 

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 𝑡 ≥ 0𝑐 > 0
𝜕𝜙

𝜕𝑡
= −𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥

𝜙𝑖
𝑛+1  − 𝜙𝑖 

𝑛

Δ𝑡
= −𝑐

𝜙𝑖+1
𝑛  − 𝜙𝑖−1 

𝑛

2Δ𝑥
FTCS

تحلیل پایداری

Re(𝜆𝑖Δ𝑡)

Im(𝜆𝑖Δ𝑡)

−1−2

پایدار
ارناپاید

𝜆𝑖Δ𝑡 = −CFL I sin 𝑤𝑖 

همواره ناپایدار

𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥2)

انمکمرکزیگسسته سازی–اویلرصریح روش



دانشگاه صنعتی شریف
۱3۰

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودهذلولویمعادلات 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 0 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 𝑡 ≥ 0𝑐 > 0

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= −𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥

𝜙𝑖 
𝑛 =

𝜙𝑖+1
𝑛 + 𝜙𝑖−1 

𝑛

2
𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥2)

(Lax)لکسصریحروش

𝜙𝑖
𝑛+1  −

𝜙𝑖+1
𝑛 + 𝜙𝑖−1 

𝑛

2
Δ𝑡

= −𝑐
𝜙𝑖+1

𝑛  − 𝜙𝑖−1 
𝑛

2Δ𝑥

شرط  پایداری

𝜙𝑖
𝑛+1 =

1

2
𝜙𝑖+1

𝑛 + 𝜙𝑖−1 
𝑛 +

𝑐Δ𝑡

2Δ𝑥
(𝜙𝑖+1

𝑛 − 𝜙𝑖−1 
𝑛 )

CFL ≤ 1



دانشگاه صنعتی شریف
۱3۱

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودهذلولویمعادلات 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= −𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥

𝑂(Δ𝑡2, Δ𝑥2)

(Lax-Wendroff)وندروف-لکسصریحروش

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2 = 𝑐2
𝜕2𝜙

𝜕𝑥2

𝜙 𝑥, 𝑡 + Δ𝑡 = 𝜙 𝑥, 𝑡 +
𝜕𝜙

𝜕𝑡
Δ𝑡 +

1

2

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2 Δ𝑡2 + 𝑂(Δ𝑡3)

𝜙𝑖
𝑛+1 = 𝜙𝑖

𝑛 +
𝜕𝜙

𝜕𝑡
Δ𝑡 +

1

2

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2 Δ𝑡2 + 𝑂(Δ𝑡3)
𝜕𝜙

𝜕𝑡
= −𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥

𝜙𝑖
𝑛+1 = 𝜙𝑖

𝑛 − 𝑐
𝜕𝜙

𝜕𝑥
Δ𝑡 +

1

2
𝑐2

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 Δ𝑡2

𝜙𝑖
𝑛+1 = 𝜙𝑖

𝑛 −
CFL

2
(𝜙𝑖+1

𝑛  − 𝜙𝑖−1 
𝑛 ) +

CFL2

2
(𝜙𝑖+1

𝑛  − 2𝜙𝑖
𝑛 + 𝜙𝑖−1 

𝑛 )

𝜙𝑖
𝑛+1 = 𝜙𝑖

𝑛 − 𝑐Δ𝑡
𝜙𝑖+1

𝑛  − 𝜙𝑖−1 
𝑛

2Δ𝑥
+

1

2
𝑐2Δ𝑡2

𝜙𝑖+1
𝑛  − 2𝜙𝑖

𝑛 + 𝜙𝑖−1 
𝑛

Δ𝑥2

شرط  پایداری CFL ≤ 1

𝑐 > 0



دانشگاه صنعتی شریف
۱32

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودهذلولویمعادلات 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 0 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 𝑡 ≥ 0𝑐 > 0

𝜙 0, 𝑡 = 𝑔(𝑡) دیریشلهمرزیشرط

𝜙1 
𝑛+1 = 𝑔(𝑡𝑛+1)

𝜙 𝑥, 𝑡 = 𝜙(𝑥 − 𝑙, 𝑡)

𝜙1
𝑛+1 =

1

2
𝜙2

𝑛 + 𝜙𝑁−1 
𝑛 +

CFL

2
(𝜙2

𝑛 − 𝜙𝑁−1 
𝑛 )

𝜙𝑁
𝑛+1: یکسوتفاضلیروش

وندروف-لکسولکسروش های

مرزیشرط

𝜙0
𝑛+1 = 𝜙𝑁−1 

𝑛+1

𝜙𝑁
𝑛+1 = 𝜙1 

𝑛+1

2 𝑖 𝑁

2

1
1

2 𝑖 𝑁

2

1
1

(لکسروش)متناوبمرزیشرط
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ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودهذلولویمعادلات 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= −𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥

𝑂(Δ𝑡2, Δ𝑥2)

(RK2)دومرتبهکوتا-رانجصریحروش

𝜙مکان۲گسسته سازی پسرو مرتبه 
𝑖

𝑛+
1
2 − 𝜙𝑖

𝑛

Δ Τ𝑡 2
= −

𝑐

Δ𝑥

3𝜙𝑖
𝑛 − 4𝜙𝑖−1

𝑛 + 𝜙𝑖−2
𝑛

2

𝜙𝑖
𝑛+1 − 𝜙𝑖

𝑛

Δ𝑡
= −

𝑐

Δ𝑥

3𝜙
𝑖

𝑛+
1
2 − 4𝜙

𝑖−1

𝑛+
1
2 + 𝜙

𝑖−2

𝑛+
1
2

2

شرط  پایداری CFL ≤ 0.5



دانشگاه صنعتی شریف
۱3۴

ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودهذلولویمعادلات 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 0 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 𝑡 ≥ 0𝑐 > 0

𝜙 0, 𝑡 = 𝑔(𝑡) دیریشلهمرزیشرط

𝜙1 
𝑛 = 𝑔(𝑡𝑛)

𝜙 𝑥, 𝑡 = 𝜙(𝑥 − 𝑙, 𝑡) متناوبمرزیشرط

𝜙1

𝑛+
1
2 − 𝜙1

𝑛

Δ Τ𝑡 2
= −

𝑐

Δ𝑥

3𝜙1
𝑛 − 4𝜙𝑁−1

𝑛 + 𝜙𝑁−2
𝑛

2

𝜙0
𝑛 + 𝜙2

𝑛

2
= 𝑔(𝑡𝑛)

𝜙2

𝑛+
1
2 − 𝜙2

𝑛

Δ Τ𝑡 2
= −

𝑐

Δ𝑥

3𝜙2
𝑛 − 4𝜙1

𝑛 + 𝜙0
𝑛

2

دومرتبهکوتا-رانجروش

مرزیشرط

𝜙−1
𝑛 = 𝜙𝑁−2 

𝑛

𝜙0
𝑛 = 𝜙𝑁−1 

𝑛

2 𝑖 𝑁

2

1
1

0

2 𝑖 𝑁

2

1
1
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ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودهذلولویمعادلات 

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 𝑡 ≥ 0𝑐 > 0𝜕𝜙

𝜕𝑡
= −𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥

𝜙𝑖
𝑛  − 𝜙𝑖 

𝑛−1

Δ𝑡
= −𝑐

𝜙𝑖
𝑛  − 𝜙𝑖−1 

𝑛

Δ𝑥
BTBS𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥) مکانروش ضمنی اویلر با گسسته سازی پسرو

انیمکیکمرتبه–اویلرضمنی روش

𝜙𝑖
𝑛 1 + CFL − CFL𝜙𝑖−1 

𝑛 = 𝜙𝑖 
𝑛−1

1 + CFL
−CFL 1 + CFL

−CFL 1 + CFL
⋱ ⋱ ⋱

1 + CFL
−CFL 1 + CFL

𝜙1
𝑛

𝜙2
𝑛

𝜙3
𝑛

⋮
𝜙𝑁−1

𝑛

𝜙𝑁
𝑛

=

𝜙1
𝑛−1

𝜙2
𝑛−1

𝜙3
𝑛−1

⋮
𝜙𝑁−1

𝑛−1

𝜙𝑁
𝑛−1

𝜙𝑖
𝑛 =

𝜙𝑖 
𝑛−1 + CFL𝜙𝑖−1 

𝑛

1 + CFL 𝑖 = 2,3, … , 𝑁

شرط  پایداری CFL ≤ 1

𝜙𝑖
𝑛 = 𝜙𝑖 

𝑛−1 − CFL 𝜙𝑖
𝑛  − 𝜙𝑖−1 

𝑛
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ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودهذلولویمعادلات 

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 𝑡 ≥ 0𝑐 > 0𝜕𝜙

𝜕𝑡
= −𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥

𝜙𝑖
𝑛  − 𝜙𝑖 

𝑛−1

Δ𝑡
= −𝑐

𝜙𝑖+1
𝑛  − 𝜙𝑖−1 

𝑛

2Δ𝑥
BTCS𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥2) مکانروش ضمنی اویلر با گسسته سازی مرکزی

یمکاندومرتبه–اویلرضمنی روش

𝜙𝑖
𝑛 = 𝜙𝑖 

𝑛−1 −
CFL

2
𝜙𝑖+1

𝑛  − 𝜙𝑖−1 
𝑛

−
CFL

2
𝜙𝑖−1 

𝑛  + 𝜙𝑖
𝑛 +

CFL

2
𝜙𝑖+1 

𝑛 = 𝜙𝑖 
𝑛−1

1 + CFL
CFL

2

−
CFL

2
1 + CFL

CFL

2

−
CFL

2
1 + CFL

CFL

2
⋱ ⋱ ⋱

−
CFL

2
1 + CFL

CFL

2

−
CFL

2
1 + CFL

𝜙1
𝑛

𝜙2
𝑛

𝜙3
𝑛

⋮
𝜙𝑁−1

𝑛

𝜙𝑁
𝑛

=

𝜙1
𝑛−1

𝜙2
𝑛−1

𝜙3
𝑛−1

⋮
𝜙𝑁−1

𝑛−1

𝜙𝑁
𝑛−1

همواره پایدار
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ت
دلا

معا
دل

م

تفاضل محدودهذلولویمعادلات 

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 𝑡 ≥ 0𝑐 > 0𝜕𝜙

𝜕𝑡
= −𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥

𝜙𝑖
𝑛  − 𝜙𝑖 

𝑛−1

Δ𝑡
= −𝑐

1

2

𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑛

+
𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑛−1

𝑂(Δ𝑡2, Δ𝑥2)

مکانیدومرتبه–نیکلسونکرنکضمنی روش

همواره پایدار

𝜙𝑖
𝑛  − 𝜙𝑖 

𝑛−1

Δ𝑡
= −𝑐

1

2

𝜙𝑖+1
𝑛  − 𝜙𝑖−1 

𝑛

2Δ𝑥
+

𝜙𝑖+1
𝑛−1  − 𝜙𝑖−1 

𝑛−1

2Δ𝑥

−
CFL

4
𝜙𝑖−1 

𝑛  + 𝜙𝑖
𝑛 +

CFL

4
𝜙𝑖+1 

𝑛 =
CFL

4
𝜙𝑖−1 

𝑛−1 + 𝜙𝑖 
𝑛−1 −

CFL

4
𝜙𝑖+1 

𝑛−1

گسسته سازی مرکزی مکان
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ت
دلا

معا
دل

م

حجم محدودهذلولویمعادلات 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 0 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 𝑡 ≥ 0𝑐 > 0

d ത𝜙

d𝑡
ቚ
𝑡=𝑡𝑛

= −
𝑐

Δ𝑥
(𝜙𝑒 − 𝜙𝑤)

ത𝜙𝑖
𝑛+1  − ത𝜙𝑖 

𝑛

Δ𝑡
= −

𝑐

Δ𝑥
ത𝜙𝑖

𝑛  − ത𝜙𝑖−1 
𝑛 𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥)

روش صریح اویلر و بادسوی مرتبه اول

شرط  پایداری CFL ≤ 1

ത𝜙𝑖
𝑛+1 = ത𝜙𝑖

𝑛 − CFL ത𝜙𝑖
𝑛  − ത𝜙𝑖−1 

𝑛

𝜙𝑒 = ത𝜙𝑖 + 𝑂(Δ𝑥)

لاومرتبهبادسو–اویلرصریح روش



دانشگاه صنعتی شریف
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۱39

ت
دلا

معا
دل

م

حجم محدودهذلولویمعادلات 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 0 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 𝑡 ≥ 0𝑐 > 0

𝜙 0, 𝑡 = 𝑔(𝑡) دیریشلهمرزیشرط

ത𝜙0 
𝑛 = 𝜙𝑤 ቚ

𝑖=1

𝑡=𝑡𝑛
= 𝑔(𝑡𝑛)

𝜙 𝑥, 𝑡 = 𝜙(𝑥 − 𝑙, 𝑡) متناوبمرزیشرط

ത𝜙0 
𝑛 = ത𝜙𝑁 

𝑛

ത𝜙𝑁
𝑛+1 = ത𝜙𝑁

𝑛 1 − CFL + CFL ത𝜙𝑁−1 
𝑛

ത𝜙1
𝑛+1 = ത𝜙1

𝑛 1 − CFL + CFL ത𝜙𝑁 
𝑛

ത𝜙𝑖 
𝑛 = ത𝜙𝑖−𝑁 

𝑛

لاومرتبهبادسو–اویلرصریح روش

مرزیشرط

2 𝑖 𝑁

2

10

1

2 𝑖 𝑁

2

1
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ت
دلا

معا
دل

م

حجم محدودهذلولویمعادلات 

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 𝑡 ≥ 0𝑐 > 0
𝜕𝜙

𝜕𝑡
= −𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥

ത𝜙𝑖 
𝑛 =

ത𝜙𝑖+1
𝑛 + ത𝜙𝑖−1 

𝑛

2
𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥2)

لکسصریحروش

ത𝜙𝑖
𝑛+1  −

ത𝜙𝑖+1
𝑛 + ത𝜙𝑖−1 

𝑛

2
Δ𝑡

= −
𝑐

Δ𝑥

ത𝜙𝑖+1
𝑛  − ത𝜙𝑖−1 

𝑛

2

شرط  پایداری

ത𝜙𝑖
𝑛+1 =

1

2
ത𝜙𝑖+1

𝑛 + ത𝜙𝑖−1 
𝑛 +

CFL

2
( ത𝜙𝑖+1

𝑛 − ത𝜙𝑖−1 
𝑛 )

CFL ≤ 1

d ത𝜙

d𝑡
ቚ
𝑡=𝑡𝑛

= −
𝑐

Δ𝑥
(𝜙𝑒 − 𝜙𝑤) 𝜙𝑒 =

ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖+1

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)
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ت
دلا

معا
دل

م

حجم محدودهذلولویمعادلات 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= −𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥

𝑂(Δ𝑡2, Δ𝑥2)

وندروف-لکسصریحروش

𝜙𝑖
𝑛+1 = 𝜙𝑖

𝑛 +
𝜕𝜙

𝜕𝑡
Δ𝑡 +

1

2

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2 Δ𝑡2 + 𝑂(Δ𝑡3) 𝜙𝑖
𝑛+1 = 𝜙𝑖

𝑛 − 𝑐
𝜕𝜙

𝜕𝑥
Δ𝑡 +

1

2
𝑐2

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 Δ𝑡2

ത𝜙𝑖
𝑛+1 = ത𝜙𝑖

𝑛 −
CFL

2
( ത𝜙𝑖+1

𝑛  − ത𝜙𝑖−1 
𝑛 ) +

CFL2

2
( ത𝜙𝑖+1

𝑛  − 2 ത𝜙𝑖
𝑛 + ത𝜙𝑖−1 

𝑛 )

ത𝜙𝑖
𝑛+1 = ത𝜙𝑖

𝑛 −
𝑐Δ𝑡

Δ𝑥

ത𝜙𝑖+1
𝑛  − ത𝜙𝑖−1 

𝑛

2
+

1

2

𝑐2Δ𝑡2

Δ𝑥

ത𝜙𝑖+1
𝑛  − 2 ത𝜙𝑖

𝑛 + ത𝜙𝑖−1 
𝑛

Δ𝑥

شرط  پایداری CFL ≤ 1

ത𝜙𝑖
𝑛+1 = ത𝜙𝑖

𝑛 −
𝑐Δ𝑡

Δ𝑥
(𝜙𝑒 − 𝜙𝑤) +

1

2

𝑐2Δ𝑡2

Δ𝑥

d𝜙

d𝑥
ቚ
𝑒

−
d𝜙

d𝑥
ቚ

𝑤

d𝜙

d𝑥
ቚ
𝑒

=
− ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖+1

Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2)

𝜙𝑒 =
ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖+1

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)



دانشگاه صنعتی شریف
۱۴2

ت
دلا

معا
دل

م

حجم محدودهذلولویمعادلات 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 0 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 𝑡 ≥ 0𝑐 > 0

𝜙 0, 𝑡 = 𝑔(𝑡) دیریشلهمرزیشرط

𝜙 𝑥, 𝑡 = 𝜙(𝑥 − 𝑙, 𝑡) (لکسروش)متناوبمرزیشرط

ത𝜙0 
𝑛 = ത𝜙𝑁 

𝑛 ത𝜙1
𝑛+1 =

1

2
ത𝜙2

𝑛 + ത𝜙𝑁 
𝑛 +

CFL

2
( ത𝜙2

𝑛 − ത𝜙𝑁 
𝑛 )

دومرتبهبادسوروش

ത𝜙0 
𝑛 + ത𝜙1 

𝑛

2
= 𝑔(𝑡𝑛)

𝜙𝑒 ቚ
𝑁

=
− ത𝜙𝑁−1 + 3 ത𝜙𝑁

2

وندروف-لکسولکسروش های

مرزیشرط

1

2 𝑖 𝑁

2

10

1

2 𝑖 𝑁

2

1

ത𝜙𝑁
𝑛+1 =

1

2
ത𝜙1

𝑛 + ത𝜙𝑁−1 
𝑛 +

CFL

2
( ത𝜙1

𝑛 − ത𝜙𝑁−1 
𝑛 )



دانشگاه صنعتی شریف
۱۴3

ت
دلا

معا
دل

م

مرور مباحث گذشتههذلولویمعادلات 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 0 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 𝑡 ≥ 0𝑐 > 0

𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥)

𝜙𝑖
𝑛+1 = 𝜙𝑖 

𝑛 − CFL 𝜙𝑖
𝑛  − 𝜙𝑖−1 

𝑛

CFL ≤ 1

کانیمیکمرتبهپسرو–اویلرصریح روش

𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥2)

(Lax)لکسصریحروش
𝜙𝑖

𝑛+1 =
1

2
𝜙𝑖+1

𝑛 + 𝜙𝑖−1 
𝑛 +

𝑐Δ𝑡

2Δ𝑥
(𝜙𝑖+1

𝑛 − 𝜙𝑖−1 
𝑛 )

CFL ≤ 1



دانشگاه صنعتی شریف
۱۴۴

ت
دلا

معا
دل

م

مرور مباحث گذشتههذلولویمعادلات 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 0 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 𝑡 ≥ 0𝑐 > 0

𝑂(Δ𝑡2, Δ𝑥2)

𝜙𝑖(Lax-Wendroff)وندروف-لکسصریحروش
𝑛+1 = 𝜙𝑖

𝑛 −
CFL

2
(𝜙𝑖+1

𝑛  − 𝜙𝑖−1 
𝑛 ) +

CFL2

2
(𝜙𝑖+1

𝑛  − 2𝜙𝑖
𝑛 + 𝜙𝑖−1 

𝑛 )

CFL ≤ 1

𝑂(Δ𝑡2, Δ𝑥2)

(RK2)دومرتبهکوتا-رانجصریحروش

𝜙
𝑖

𝑛+
1
2 − 𝜙𝑖

𝑛

Δ Τ𝑡 2
= −

𝑐

Δ𝑥

3𝜙𝑖
𝑛 − 4𝜙𝑖−1

𝑛 + 𝜙𝑖−2
𝑛

2

𝜙𝑖
𝑛+1 − 𝜙𝑖

𝑛

Δ𝑡
= −

𝑐

Δ𝑥

3𝜙
𝑖

𝑛+
1
2 − 4𝜙

𝑖−1

𝑛+
1
2 + 𝜙

𝑖−2

𝑛+
1
2

2
CFL ≤ 0.5



دانشگاه صنعتی شریف
۱۴5

ت
دلا

معا
دل

م

حجم محدودهذلولویمعادلات 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= −𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥

𝑂(Δ𝑡2, Δ𝑥2)

دومرتبهکوتا-رانجصریحروش

مکان۲گسسته سازی بادسو مرتبه 
ത𝜙

𝑖

𝑛+
1
2 − ത𝜙𝑖

𝑛

Δ Τ𝑡 2
= −

𝑐

Δ𝑥
𝜙𝑒

𝑛 − 𝜙𝑤
𝑛

ത𝜙𝑖
𝑛+1 − ത𝜙𝑖

𝑛

Δ𝑡
= −

𝑐

Δ𝑥
𝜙𝑒

𝑛+
1
2 − 𝜙𝑤

𝑛+
1
2

ത𝜙
𝑖

𝑛+
1
2 − ത𝜙𝑖

𝑛

Δ Τ𝑡 2
= −

𝑐

Δ𝑥

3 ത𝜙𝑖
𝑛 − 4 ത𝜙𝑖−1

𝑛 + ത𝜙𝑖−2
𝑛

2

ത𝜙𝑖
𝑛+1 − ത𝜙𝑖

𝑛

Δ𝑡
= −

𝑐

Δ𝑥

3 ത𝜙
𝑖

𝑛+
1
2 − 4 ത𝜙

𝑖−1

𝑛+
1
2 + ത𝜙

𝑖−2

𝑛+
1
2

2

𝜙𝑒 =
− ത𝜙𝑖−1 + 3 ത𝜙𝑖

2

𝜙𝑤 =
− ത𝜙𝑖−2 + 3 ത𝜙𝑖−1

2

شرط  پایداری CFL ≤ 0.5



دانشگاه صنعتی شریف
۱۴6

ت
دلا

معا
دل

م

حجم محدودهذلولویمعادلات 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 0 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 𝑡 ≥ 0𝑐 > 0

𝜙 0, 𝑡 = 𝑔(𝑡) دیریشلهمرزیشرط

𝜙 𝑥, 𝑡 = 𝜙(𝑥 − 𝑙, 𝑡) متناوبمرزیشرط

دومرتبهبادسوروش

ത𝜙0 
𝑛 + ത𝜙1 

𝑛

2
= 𝑔(𝑡𝑛)

𝜙𝑒 ቚ
𝑖=0

=
− ത𝜙0 + 3 ത𝜙1

2

ത𝜙1

𝑛+
1
2 − ത𝜙1

𝑛

Δ Τ𝑡 2
= −

𝑐

Δ𝑥

3 ത𝜙1
𝑛 − 4 ത𝜙𝑁

𝑛 + ത𝜙𝑁−1
𝑛

2

𝜙𝑤 ቚ
𝑖=1

= 𝑔(𝑡𝑛)

دومرتبهکوتا-رانجروش

مرزیشرط

ത𝜙−1
𝑛 = ത𝜙𝑁−1 

𝑛

ത𝜙0
𝑛 = ത𝜙𝑁 

𝑛

1

2 𝑖 𝑁

2

1

1

2 𝑖 𝑁

2

10 𝑤 𝑒



دانشگاه صنعتی شریف
۱۴7

ت
دلا

معا
دل

م

حجم محدودهذلولویمعادلات 

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 𝑡 ≥ 0𝑐 > 0𝜕𝜙

𝜕𝑡
= −𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥

𝑂(Δ𝑡, Δ𝑥) ത𝜙𝑖کیمرتبهبادسو–اویلرضمنی روش
𝑛 1 + CFL − CFL ത𝜙𝑖−1 

𝑛 = ത𝜙𝑖 
𝑛−1

CFL ≤ 1

,𝑂(Δ𝑡ودمرتبهمرکزی–اویلرضمنی روش Δ𝑥2)−
CFL

2
ത𝜙𝑖−1 

𝑛  + ത𝜙𝑖
𝑛 +

CFL

2
ത𝜙𝑖+1 

𝑛 = ത𝜙𝑖 
𝑛−1 همواره پایدار

مکانیدومرتبه–نیکلسونکرنکضمنی روش

𝑂(Δ𝑡2, Δ𝑥2) همواره پایدار

−
CFL

4
ത𝜙𝑖−1 

𝑛  + 𝜙𝑖
𝑛 +

CFL

4
ത𝜙𝑖+1 

𝑛 =
CFL

4
ത𝜙𝑖−1 

𝑛−1 + ത𝜙𝑖 
𝑛−1 −

CFL

4
ത𝜙𝑖+1 

𝑛−1



دانشگاه صنعتی شریف
۱۴8

ت
دلا

معا
دل

م

مثالهذلولویمعادلات 

0 ≤ 𝑥 ≤ 2

𝑡 ≥ 0𝑐 = 0.1
𝜕𝜙

𝜕𝑡
= −𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥

𝜙 𝑥, 0 = ቊ
1. sin 𝜋𝑥

2. sgn(𝑥 − 1)

𝜙 𝑥, 𝑡 = 𝜙(𝑥 − 𝑙, 𝑡)

𝜙exact 𝑥, 𝑡 = 𝑓(𝑥 − 𝑐𝑡)

𝑇 =
𝑙

𝑐
= 20

شرط مرزی متناوب 

𝜙 𝑥, 0 = 𝑓 𝑥

𝑙 = 2

کانمیکمرتبهپسرو–اویلرصریح روش.۱

وندروفلکس روش.۲

CFLمکاندومرتبهپسرو–۲مرتبهکوتارانج روش.۳ ≤ 0.5

CFL ≤ 1

CFL ≤ 1



دانشگاه صنعتی شریف
۱۴9

ت
دلا

معا
دل

م

روش مشاهده شوکهذلولویمعادلات 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 0

(Shock-Capturing)ناپیوستگیمهارروش های

𝜙𝑖
𝑛+1  − 𝜙𝑖 

𝑛

Δ𝑡
+ 𝑐

𝜙𝑖
𝑛  − 𝜙𝑖−1 

𝑛

Δ𝑥
= 0

𝜙𝑖
𝑛+1 = 𝜙𝑖

𝑛 + Δ𝑡
𝜕𝜙

𝜕𝑡
𝑖

𝑛

+
Δ𝑡 2

2

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2
𝑖

𝑛

+
Δ𝑡 3

6

𝜕3𝜙

𝜕𝑡3
𝑖

𝑛

+ ⋯

𝜙𝑖−1
𝑛 = 𝜙𝑖

𝑛 − Δ𝑥
𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑖

𝑛

+
Δ𝑥 2

2

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
𝑖

𝑛

−
Δ𝑥 3

6

𝜕3𝜙

𝜕𝑥3
𝑖

𝑛

+ ⋯

𝜕𝜙

𝜕𝑡
𝑖

𝑛

+ 𝑐
𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝑖

𝑛

= −
Δ𝑡

2

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2
𝑖

𝑛

−
(Δ𝑡)2

6

𝜕3𝜙

𝜕𝑡3
𝑖

𝑛

+
𝑐Δ𝑥

2

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
𝑖

𝑛

−
𝑐(Δ𝑥)2

6

𝜕3𝜙

𝜕𝑥3
𝑖

𝑛

+ ⋯

𝒪(Δ𝑥, Δ𝑡) PDE

انیمکیکمرتبهپسرو–اویلرصریح روشبریدگیخطای

...وچندفازمسائلشوک،پدیده



دانشگاه صنعتی شریف
۱5۰

ت
دلا

معا
دل

م

روش مشاهده شوکهذلولویمعادلات 

𝜕

𝜕𝑡
:

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2
+ 𝑐

𝜕2𝜙

𝜕𝑥𝜕𝑡
= −

Δ𝑡

2

𝜕3𝜙

𝜕𝑡3
−

(Δ𝑡)2

6

𝜕4𝜙

𝜕𝑡4
+

𝑐Δ𝑥

2

𝜕3𝜙

𝜕𝑥2𝜕𝑡
−

𝑐 Δ𝑥 2

6

𝜕4𝜙

𝜕𝑥3𝜕𝑡
+ ⋯

𝑐
𝜕

𝜕𝑥
: 𝑐

𝜕2𝜙

𝜕𝑡𝜕𝑥
+ 𝑐2

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 = −
𝑐Δ𝑡

2

𝜕3𝜙

𝜕𝑡2𝜕𝑥
−

𝑐(Δ𝑡)2

6

𝜕4𝜙

𝜕𝑡3𝜕𝑥
+

𝑐2Δ𝑥

2

𝜕3𝜙

𝜕𝑥3 −
𝑐2 Δ𝑥 2

6

𝜕4𝜙

𝜕𝑥4 + ⋯

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2 = 𝑐2
𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 +
Δ𝑡

2
−

𝜕3𝜙

𝜕𝑡3 + 𝑐
𝜕3𝜙

𝜕𝑡2𝜕𝑥
+ 𝒪 Δ𝑡 +

Δ𝑥

2
𝑐

𝜕3𝜙

𝜕𝑥2𝜕𝑡
− 𝑐2

𝜕3𝜙

𝜕𝑥3 + 𝒪 Δ𝑥

𝜕

𝜕𝑡
:

𝜕

𝜕𝑥
:

𝜕3𝜙

𝜕𝑡3 = 𝑐2
𝜕3𝜙

𝜕𝑥2𝜕𝑡
+ 𝒪(Δ𝑥, Δ𝑡) 

𝜕3𝜙

𝜕𝑥2𝜕𝑡
= −𝑐

𝜕3𝜙

𝜕𝑥3 + 𝒪(Δ𝑥, Δ𝑡) 

𝜕

𝜕𝑥
:

𝜕3𝜙

𝜕𝑡2𝜕𝑥
= 𝑐2

𝜕3𝜙

𝜕𝑥3 + 𝒪(Δ𝑥, Δ𝑡)

𝜕3𝜙

𝜕𝑡3 = −𝑐3
𝜕3𝜙

𝜕𝑥3 + 𝒪(Δ𝑥, Δ𝑡)

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2

= 𝑐2
𝜕2𝜙

𝜕𝑥2

+ 𝑐2 𝑐Δ𝑡 − Δ𝑥
𝜕3𝜙

𝜕𝑥3

+ 𝒪(Δ𝑥, Δ𝑡)



دانشگاه صنعتی شریف
۱5۱

ت
دلا

معا
دل

م

روش مشاهده شوکهذلولویمعادلات 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= −

Δ𝑡

2

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2
−

(Δ𝑡)2

6

𝜕3𝜙

𝜕𝑡3
+

𝑐Δ𝑥

2

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
−

𝑐(Δ𝑥)2

6

𝜕3𝜙

𝜕𝑥3
+ ⋯

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= −

Δ𝑡

2
𝑐2

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 + 𝑐2 𝑐Δ𝑡 − Δ𝑥
𝜕3𝜙

𝜕𝑥3 −
(Δ𝑡)2

6
−𝑐3

𝜕3𝜙

𝜕𝑥3 +
𝑐Δ𝑥

2

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 −
𝑐(Δ𝑥)2

6

𝜕3𝜙

𝜕𝑥3 + ⋯

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
=

𝑐Δ𝑥

2
1 − CFL

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 +
𝑐(Δ𝑥)2

6
−1 + 3CFL − 2CFL2

𝜕3𝜙

𝜕𝑥3 + ⋯

Numerical Diffusion Numerical Disspertion

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 ,
𝜕4𝜙

𝜕𝑥4 , …
𝜕3𝜙

𝜕𝑥3 ,
𝜕5𝜙

𝜕𝑥5 , …

دامنهخطایفازخطای
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ت
دلا

معا
دل

م

روش مشاهده شوکهذلولویمعادلات 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 0

𝜙��کانیمیکمرتبهپسرو–اویلرصریح روش

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
=

𝑐Δ𝑥

2
1 − CFL

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 + ⋯

وندروفلکسصریحروش

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= −

𝑐(Δ𝑥)2

6
1 − CFL2

𝜕3𝜙

𝜕𝑥3 −
𝑐(Δ𝑥)3

8
CFL 1 − CFL2

𝜕4𝜙

𝜕𝑥4 −
𝑐(Δ𝑥)4

120
1 + 5CFL2 − 6CFL4

𝜕5𝜙

𝜕𝑥5 + ⋯
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ت
دلا

معا
دل

م
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= −

𝑐(Δ𝑥)2
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1 − CFL2
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𝜕𝑥3
+ ⋯

𝜕𝜙

𝜕𝑡
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𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 𝜖

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 (Δ𝑥)2

𝒪(Δ𝑥2, Δ𝑡2) 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 𝜖
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𝜕𝑥2 (Δ𝑥)2 −
𝑐(Δ𝑥)2

6
1 − CFL2

𝜕3𝜙

𝜕𝑥3 + ⋯

𝒪(Δ𝑥2, Δ𝑡2) 

وندروف-لکسصریحروش
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𝑛 −
CFL

2
(𝜙𝑖+1

𝑛  − 𝜙𝑖−1 
𝑛 ) +

CFL2

2
(𝜙𝑖+1

𝑛  − 2𝜙𝑖
𝑛 + 𝜙𝑖−1 

𝑛 )

𝜙𝑖
𝑛+1 = 𝜙𝑖

𝑛 −
CFL

2
𝜙𝑖+1

𝑛  − 𝜙𝑖−1 
𝑛 +

CFL2

2
+ 𝜖 𝜙𝑖+1

𝑛  − 2𝜙𝑖
𝑛 + 𝜙𝑖−1 

𝑛
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