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مقدمه

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

ازی اولین قدم در بدست آوردن حل عددی و گسسته س•

که گسسته سازی میدان حل یا تعریف شب: معادلات

.حل عددی به صورت مجموعه ای از نقاط

عادله رویکرد این روش، جایگزینی مشتقات جزئی در م•

.تحاکم با استفاده از تقریبات تفاضل محدود اس

بسط تیلور✓

روش چندجمله ای✓

هر نقطه یک مجهول دارد که مقدار تابع در آن نقطه•

ین است و نیاز به یک معادله جبری دارد که رابطه ای ب

مقدار تابع در نقطه مورد نظر با مقدار آن در نقاط 

.همسایه است

.به تعداد مجهولات، معادله مورد نیاز است•
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مثال

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

d2𝜙

d𝑥2 + 𝜙
d𝜙

d𝑥
= cos 𝜋𝑥

𝜙 0 = 𝜙0 𝜙 𝑙 = 𝜙𝑙

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙

شبکه بندی

0 1𝑖 =

𝑥 = 0 𝑥 = 𝑙

2 3 4 5 6 7 8 9 10

دامنه حل و شرایط مرزی

Δ𝑥 = ℎ

ℎ = Δ𝑥 =
𝑙

𝑁

𝑁 = 10

𝜙𝑖|𝑖=0,1,…,10:میدان پاسخ

𝜙𝑖|𝑖=0,10:شرایط مرزی

𝜙𝑖|𝑖=1,2,…,9:مجهولات

نقطه۹نوشتن معادله حاکم در این : معادلات

ای بدست آوردن تقریبی مشتق ه: هدف

اول و دوم بر حسب مقدار توابع

معادله دیفرانسیل

نقطه
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

بسط سری تیلور

 ...)()()()()( 4

04

3

03

2

02010 +−+−+−+−+= xxaxxaxxaxxaaxf حلیلیبسط چندجمله ای یک تابع ت

0 0( )a f x= مقدار تابع در نقطه
0x x=

 ,...!3)(,2)(,)(,)( 30201000 axfaxfaxfaxf ==== 0xمشتق گیری در نقطه x=

( )
2 3

0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ..... ( ) .....
2! 3! !

n
nf f f

f x f x f x x x x x x x x
n

 
= + − + − + − + + − +
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

بسط سری تیلور

(Forward Differencing)تفاضل پیشرو یا رو به جلو 

x h =

2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ....
2! 3!

f f
f x x f x f x x x

 
+  = +  +  + 

( ) ( )
( )

f x x f x
f O x

x

+  −
 = + 



2( ) ( )
( ) .....

2! 3!

f x x f x f f
f x x

x

 +  −
 = −  −  +



1 ( )i i
i

f f
f O h

h

+ −
= +

(Truncation Error)خطای برشی 

تفاضل محدود
(Leading Order Term)جمله مرتبه پیشرو 

لتقریب مرتبه اول مشتق او

(First Order Approximation)

2( ) ( )
( ) .....

2! 3!

f x x f x f f
f x x

x

 +  −
 = +  +  +



1x

1p =

1 :ix x x+ = + 

if

1if +
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

بسط سری تیلور

(Backward Differencing)تفاضل پسرو یا رو به عقب 

x h =

2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ....
2! 3!

f f
f x x f x f x x x

 
−  = −  +  − 

( ) ( )
( )

f x f x x
f O x

x

− −
 = + 



2( ) ( )
( ) .....

2! 3!

f x f x x f f
f x x

x

 − − 
 = +  −  +



1 ( )i i
i

f f
f O h

h

−−
= +

(Truncation Error)خطای برشی 

تفاضل محدود
(Leading Order Term)جمله مرتبه پیشرو 

ولتقریب مرتبه اول مشتق ا

(First Order Approximation)

2( ) ( )
( ) .....

2! 3!

f x x f x f f
f x x

x

 −  −
 = −  +  +

−

1x

1p =

1 :ix x x− = −

if

1if −
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

بسط سری تیلور

(Central Differencing)تفاضل مرکزی 

x h =

2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ....
2! 3!

f f
f x x f x f x x x

 
−  = −  +  − 

21 1 ( )
2

i i
i

f f
f O h

h

+ −−
= +

تقریب مرتبه دوم مشتق اول

(Second Order 

Approximation)

1 :ix x x− = −

if

1if −

1if +
2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ....

2! 3!

f f
f x x f x f x x x

 
+  = +  +  + 1 :ix x x+ = + 

3

( ) ( ) 2 .....
3!

x
f x x f x x f x f


 +  − − =  +

2( ) ( )
( )

2

f x x f x x
f O x

x

+  − −
 = + 



3( ) ( )
.....

2 3!

f x x f x x x
f f

x

+  − − 
 = −



تفاضل محدود

(Truncation Error)خطای برشی 

2p =
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2

2

( ) 2 ( ) ( )
( )

f x x f x f x x
f O x

x

+  − + −
 = + 



۱۰

محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

بسط سری تیلور

(Central Differencing)تفاضل مرکزی 

x h =

2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ....
2! 3!

f f
f x x f x f x x x

 
−  = −  +  − 

21 1

2

2
( )i i i

i

f f f
f O h

h

+ −− +
= +

تقریب مرتبه دوم مشتق دوم

(Second Order 

Approximation)

1 :ix x x− = −

if

1if −

1if +
2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ....

2! 3!

f f
f x x f x f x x x

 
+  = +  +  + 1 :ix x x+ = + 

تفاضل محدود
(Truncation Error)خطای برشی 

2p =

4
2 2

( ) 2 ( ) ( ) ...
4!

x
f x x f x f x x x f f


  +  − + − =  + +

2

2

( ) 2 ( ) ( ) 2
...

4!

f x x f x f x x x
f f

x

+  − + − 
  = − +


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2

d d
cos

d d
x

x x

 
 + =

۱۱

مثال

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

معادله دیفرانسیل

بسط سری تیلور

1 1 1

2

2
cos ,i i i i i

i ix
h h

    
 + − +− + −

+ = 1,2,...,9i =

0 ( 0)x = =
10 ( )x l = =

0 1𝑖 =

𝑥 = 0 𝑥 = 𝑙

2 3 4 5 6 7 8 9 10

Δ𝑥 = ℎ

2( )O h ( )O h

( )O h
1 1 1 1

2

2
cos ,

2

i i i i i
i ix

h h

    
 + − + −− + −

+ = 1,2,...,9i =

2( )O h 2( )O h

2( )O h
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

بسط سری تیلور

محاسبه مشتق مورد نظر با دقت دلخواه

۲مشتق اول پیشرو با دقت مرتبه 

رتعداد نقاط مورد نظ =مرتبه مشتق + درجه دقت تفاضل پیشرو و پسرو

رتعداد نقاط مورد نظتفاضل مرکزی =مرتبه مشتق + درجه دقت - یک

مرتبه دقت تفاضل مرکزی عددی زوج است

در تفاضل مرکزی اگر تعداد زوج باشد یعنی خود نقطه حضور ندارد
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

۲مشتق اول پیشرو با دقت مرتبه 

بسط سری تیلور

3تعداد نقاط مورد نیاز برابر است با 2 1= +21 2 ( )i i i
i

cf

h

f fb
O h

a
f + ++ +
= +

2 3

1 ....
2! 3!

i i
i i i

f f
f f f h h h+

 
= + + +

2 31 1
2 1 1 ....

2! 3!

i i
i i i

f f
f f f h h h+ +
+ + +

 
= + + +

2 3

2 (2 ) (2 ) (2 ) ....
2! 3!

i i
i i i

f f
f f f h h h+

 
= + + +

i if f=
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

۲مشتق اول پیشرو با دقت مرتبه 

بسط سری تیلور

3تعداد نقاط مورد نیاز برابر است با 2 1= +21 2 ( )i i i
i

cf

h

f fb
O h

a
f + ++ +
= +

2 3

1 ....
2! 3!

i i
i i i

b f f
f f f h h h

h h h h h

b b b b
+

 
= + + +

2 3

2 (2 ) (2 ) (2 ) ....
2! 3!

i i
i i i

f f
f f f h h h

h h h h h

c c c c c
+

 
= + + +

i i

a
f

h

a
f

h
=
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

بسط سری تیلور

2 31 2

84
2 62( ) ( ) ( ) ( ) ...i i i

i i

f f f
f f h f h f h

h h h

b cb c
a b c a b c b c

h h

+ +

++
+ + + + +

  = + + + +

2 24 8
( ) ( ) ( 2 ) ( ) ( ) ...

2 6
i i i f

a b c b
f O h f f f h hc

h

c b c
b

+ + + +
   − = + + + + +

ቐ
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0

𝑏 + 2𝑐 = 1
𝑏 + 4𝑐 = 0

→ 𝑏 = −4𝑐 → −2𝑐 = 1 → 𝑐 = −
1

2
→ 𝑏 = 2 → 𝑎 = −

3

2

21 23 4 1
( )

2

i i i
i

f f f
f O h

h

+ +− + −
= +
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

۲مشتق دوم مرکزی با دقت مرتبه 

بسط سری تیلور

3تعداد نقاط مورد نیاز برابر است با 2 2 1= + −21

2

1 ( )i i i
i

f f
O

a b cf

h
f h− ++ +
= +

2 3

1 ....
2! 3!

i i
i i i

f f
f f f h h h+

 
= + + +

i if f=

2 3

1 ....
2! 3!

i i
i i i

f f
f f f h h h−

 
= − + −



دانشگاه صنعتی شریف
۱7

محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

بسط سری تیلور

2 3

12 2 2 2 2
....

2! 3!

i i
i i i

c f f
f f f h h

c
h

h h h h h

c c c
+

 
= + + +

2 2i i

b
f

b
f

h h
=

۲مشتق دوم مرکزی با دقت مرتبه 

3تعداد نقاط مورد نیاز برابر است با 2 2 1= + −21

2

1 ( )i i i
i

f f
O

a b cf

h
f h− ++ +
= +

2 3

12 2 2 2 2
....

2! 3!

i i
i i i

a f f
f f f h h

a
h

h h h h h

a a a
−

 
= − + −
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

بسط سری تیلور

2 31 1

2 2 2 2 2

62( ) ( ) ( ) ( ) ...i i i
i i

a ca c
a cf f f

f f h f h f h
b c a b c

h h h h h

a− +

−+
+ + + + +

  =
−

+ + + +

ቐ
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0

−𝑎 + 𝑐 = 0
𝑎 + 𝑐 = 1

→ 𝑎 = 𝑐 → 2𝑐 = 1 → 𝑐 =
1

2
→ 𝑏 = −1→ 𝑎 =

1

2

21 1

2

2
( )

2

i i i
i

f f f
f O h

h

− +− +
= +

2

2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...

2 6
i i i

a b c a a
f O h f f f

c c
f h

h h

a c+ + + + −


−
   − = + + + +
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

بسط سری تیلور

2 3

13 3 3 3 3
....

2! 3!

i i
i i i

c f f
f f f h h

c
h

h h h h h

c c c
+

 
= + + +

2 2i i

e
f

e
f

h h
=

۱مشتق سوم مرکزی با دقت مرتبه 

4تعداد نقاط مورد نیاز برابر است با 3 (1 1) 1= + + −

21 1

3

2 2 ( )i i i i
i

a b cf f f f
f O h

h

d− − + ++ + +
= +

2 3

13 3 3 3 3
....

2! 3!

i i
i i i

b f f
f f f h h

b
h

h h h h h

b b b
−

 
= − + −

2 3

23 3 3 3 3
(2 ) (2 ) (2 ) ....

2! 3!

i i
i i i

d f f
f f

h

d
f h h h

h h h h

d d d
+

 
= + + +

2 3

23 3 3 3 3
(2 ) (2 ) (2 ) ....

2! 3!

i i
i i i

a f f
f f

h

a
f h h h

h h h h

a a a
−

 
= − + −
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

بسط سری تیلور

2

2 1 1 2

3 3 3 3

3 4

3 3

2 2 4 4
( ) ( ) ( )

2

8 8 16 16
( ) ( ) ...

6 24

i i i i
i i

af bf cf df a b c d a b c d a b c d h
f f h f

h h h h

a b c d h a b c d h
f f

h h

− − + ++ + + + + + − − + + + + +
 = + + +

− − + + + + +
 +

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 0
−2𝑎 − 𝑏 + 𝑐 + 2𝑑 = 0
4𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 4𝑑 = 0

−8𝑎 − 𝑏 + 𝑐 + 8𝑑 = 6

→ 𝑐 = −𝑏 → 6𝑏 = 6 → 𝑏 = 1 → 𝑎 = −
1

2
→ 𝑐 = −1

22 1 1 2

2

2 2
( )

2

i i i i
i

f f f f
f O h

h

− − + +− + − +
= +

2

3 2

2 2 4 4 8 8
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...

2 6
i i i

a b c d a b c d a b c d a b c d
f O h f f f f

h h h

+ + + − − + + + + + − − + +
   − = + + + +

ቊ
3𝑏 − 3𝑐 = 6
3𝑏 + 3𝑐 = 0

→ 𝑑 =
1

2

16𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 16𝑑 = 0
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

بسط سری تیلور

تفاضل مرکزی
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22

محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

بسط سری تیلور

تفاضل پسروتفاضل پیشرو

علامت مخالف: فردمشتقات 

علامت موافق: زوجمشتقات 
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

بسط سری تیلور

مش غیر یکنواخت



دانشگاه صنعتی شریف
2۴

محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

بسط سری تیلور

2 3

1 ....
2! 3!

i i

f f
f f f h h h−

 
= − + −1 :ix x h− = −

2 3

1 ( ) ( ) ( ) ....
2! 3!

i i

f f
f f f h h h  +

 
= + + +1 :ix x h+ = +

2 3
2 3

1 1 ( 1) ( 1) ( 1) .....
2! 3!

i i

h h
f f f h f f  + −

   − = + + − + +

2 3
2 3

1 1( 1) ( 1) ( 1) .....
2! 3!

i i

h h
f h f f f f  + −
   + = − − − − +

1 1 ( 1) .....
( 1) 2!

i if f h
f f

h



+ −−

  = − − −
+

1 1 ( )
( 1)

i if f
f O h

h
+ −−

 = +
+

if

1if −

1if +

مشتق مرتبه اول

1 
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

بسط سری تیلور

2 3

1 ....
2! 3!

i i

f f
f f f h h h−

 
= − + −1 :ix x h− = −

2 3

1 ( ) ( ) ( ) ....
2! 3!

i i

f f
f f f h h h  +

 
= + + +1 :ix x h+ = +

3
2 2 2 3 2

1 1 (1 ) ( ) ( ) .....
3!

i i i

h
f f f f h f     + −

  − = − + + + +

2 2
21 1( 1)

( )
( 1)

i i if f f
f O h

h

 

 
− +− + − +

 = +
+

if

1if −

1if +3
2 2 2 3 2

1 1( ) (1 ) ( ) .....
3!

i i i

h
f h f f f f     + −
  + = − − − − +

2 2 3 2 2

1 1

2 2

(1 ) ( )
.....

( ) ( ) 3!

i i if f f h
f f

h

   

   
+ −− − − +

  = +
+ +

۲مشتق مرتبه اول با دقت درجه 
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

مشتق اول مش غیر یکنواخت با استفاده از بسط تیلور

بسط سری تیلور

1 1 . .i i i
i

f f fb
f E

c
T

a

h

− ++ +
= +

2 2 3 3

1 ....
2! 3!

i i
i i i

f f
f f f h h h  +

 
= + + +

i if f=

2 3

1 ....
2! 3!

i i
i i i

f f
f f f h h h−

 
= − + −

2 2 3 3

1 ....
2! 3!

i i
i i i h

c c c c cf f
f f f h h

h h h h h
  +

 
= + + +

i i

b
f

h

b
f

h
=

2 3

1 ....
2! 3!

i i
i i i

a f f
f f f h h h

h h h h h

a a a a
−

 
= − + −
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

بسط سری تیلور

2 2 3 3

1 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ...
2 6

i i i
i i

f f f h h
f f h f f

h h h

a b c a b c a c a c

h

a c

h

  − ++ + + + + + −
  = +
−

+ + +

ቐ
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0
−𝑎 + 𝑐𝛼 = 1
𝑎 + 𝑐𝛼2 = 0

→ 𝑐𝛼 1 + 𝛼 = 1 → 𝑐 =
1

𝛼(1 + 𝛼)

→ 𝑏 =
𝛼2 − 1 

𝛼(1 + 𝛼)
→ 𝑎 =

−𝛼2 

𝛼(1 + 𝛼)

2 2 3 3

. . ( ) ( ) ( ) ( ) ...
2 6

i i i

a b c a c
E

a h h
f T f f h f

a
f

c

h

c

h h h

  + + + + −
 

−
  − = + + + +

ቊ
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0
−𝑎 + 𝑐𝛼 = 1

→ 𝑏 = 0

→ 𝑐 =
1

1 + 𝛼

→ 𝑎 =
−1

1 + 𝛼

1 1 ( )
( 1)

i if f
f O h

h
+ −−

 = +
+

2 2
21 1( 1)

( )
( 1)

i i if f f
f O h

h

 

 
− +− + − +

 = +
+
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

روش چندجمله ای

برازش یک چندجمله ای به نقاط مورد نظر: اساس روش

ازتعداد نقاط مورد نی =مرتبه چندجمله ای + یک

اسبهحداکثر مرتبه مشتق قابل مح =مرتبه چندجمله ای

عدم امکان اظهار نظر در مورد مرتبه خطا: نقطه ضعف

مله ایبدست آمدن تمامی مشتقات تا مرتبه چندج: نقطه قوت
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

روش چندجمله ای

نقطه۳مشتق دوم مرکزی با 

if1if − 1if +

if

1if +

1if −

𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐

@𝑥 = 0;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖

@𝑥 = −ℎ;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖−1

@𝑥 = ℎ;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖+1

൞

𝑐 = 𝑓𝑖

𝑎ℎ2 − 𝑏ℎ + 𝑐 = 𝑓𝑖−1

𝑎ℎ2 + 𝑏ℎ + 𝑐 = 𝑓𝑖+1

قراردادن محور مختصات روی نقطه مورد نظر



دانشگاه صنعتی شریف
3۰

محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

روش چندجمله ای

نقطه۳مشتق دوم مرکزی با 

if

1if +

1if −

𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐

→ ൝
𝑎ℎ2 − 𝑏ℎ = 𝑓𝑖−1 − 𝑓𝑖

𝑎ℎ2 + 𝑏ℎ = 𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖

→ 2𝑏ℎ = 𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖−1 → 𝑏 =
𝑓𝑖+1−𝑓𝑖−1

2ℎ

→ 2𝑎ℎ2 = 𝑓𝑖+1 − 2𝑓𝑖 + 𝑓𝑖−1 → 𝑎 =
𝑓𝑖+1 − 2𝑓𝑖 + 𝑓𝑖−1

2ℎ2

𝑓𝑖
′ =

d𝑓

d𝑥
ቚ
𝑥=0

= 𝑏 → 𝑓𝑖
′ =

𝑓𝑖+1−𝑓𝑖−1

2ℎ

𝑓𝑖
′′ =

d2𝑓

d𝑥2 ቚ
𝑥=0

= 2𝑎 𝑓𝑖
′′ =

𝑓𝑖+1 − 2𝑓𝑖 + 𝑓𝑖−1

ℎ2→
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3۱

محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

روش چندجمله ای

با مقادیر نقاط۳مشتق مرتبه 

@𝑥 = −ℎ;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖−1

@𝑥 = ℎ;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖+1

−8𝑎ℎ3 + 4𝑏ℎ2 − 2𝑐ℎ + 𝑑 = 𝑓𝑖−2

−𝑎ℎ3 + 𝑏ℎ2 − 𝑐ℎ + 𝑑 = 𝑓𝑖−1

𝑎ℎ3 + 𝑏ℎ2 + 𝑐ℎ + 𝑑 = 𝑓𝑖+1

8𝑎ℎ3 + 4𝑏ℎ2 + 2𝑐ℎ + 𝑑 = 𝑓𝑖+2

𝑖 − 2, 𝑖 − 1, 𝑖 + 1, 𝑖 + 2

@𝑥 = −2ℎ;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖−2

𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑

@𝑥 = 2ℎ;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖+2

→ ൝
16𝑎ℎ3 + 4𝑐ℎ = 𝑓𝑖+2 − 𝑓𝑖−2

2𝑎ℎ3 + 2𝑐ℎ = 𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖−1

→ 12𝑎ℎ3 = 𝑓𝑖+2 − 𝑓𝑖−2 − 2𝑓𝑖+1 + 2𝑓𝑖−1

→ 𝑎 =
−𝑓𝑖−2 + 2𝑓𝑖−1 − 2𝑓𝑖+1 + 𝑓𝑖+2

12ℎ3

→ −12𝑐ℎ = 𝑓𝑖+2 − 𝑓𝑖−2 − 8𝑓𝑖+1 + 8𝑓𝑖−1

→ 𝑐 =
𝑓𝑖−2 − 8𝑓𝑖−1 + 8𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖+2

12ℎ
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

روش چندجمله ای

𝑖با مقادیر نقاط۳مشتق مرتبه  − 2, 𝑖 − 1, 𝑖 + 1, 𝑖 + 2
𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑

→ ൝
8𝑏ℎ2 + 2𝑑 = 𝑓𝑖−2 + 𝑓𝑖+2

2𝑏ℎ2 + 2𝑑 = 𝑓𝑖−1 + 𝑓𝑖+1

→ 6𝑏ℎ2 = 𝑓𝑖−2 + 𝑓𝑖+2 − 𝑓𝑖−1 − 𝑓𝑖+1

→ 𝑏 =
𝑓𝑖−2 − 𝑓𝑖−1 − 𝑓𝑖+1 + 𝑓𝑖+2

6ℎ2

→ −6𝑑 = 𝑓𝑖−2 + 𝑓𝑖+2 − 8𝑓𝑖−1 − 8𝑓𝑖+1

→ 𝑑 =
−𝑓𝑖−2 + 8𝑓𝑖−1 + 8𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖+2

6

𝑓𝑖
′′′ = 6𝑎 =

−𝑓𝑖−2 + 2𝑓𝑖−1 − 2𝑓𝑖+1 + 𝑓𝑖+2

2ℎ3

𝑓𝑖
′′ = 2𝑏 =

𝑓𝑖−2 − 𝑓𝑖−1 − 𝑓𝑖+1 + 𝑓𝑖+2

3ℎ2
+𝑂(ℎ2)
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

روش چندجمله ای

با مقادیر نقاط۳مشتق مرتبه 

@𝑥 = −ℎ;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖−1

@𝑥 = ℎ;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖+1

16𝑎ℎ4 − 8𝑏ℎ3 + 4𝑐ℎ2 − 2𝑑ℎ + 𝑒 = 𝑓𝑖−2

𝑎ℎ4 − 𝑏ℎ3 + 𝑐ℎ2 − 𝑑ℎ + 𝑒 = 𝑓𝑖−1

𝑒 = 𝑓𝑖

𝑎ℎ4 + 𝑏ℎ3 + 𝑐ℎ2 + 𝑑ℎ + 𝑒 = 𝑓𝑖−1

16𝑎ℎ4 + 8𝑏ℎ3 + 4𝑐ℎ2 + 2𝑑ℎ + 𝑒 = 𝑓𝑖+2

𝑖 − 2, 𝑖 − 1, 𝑖 + 1, 𝑖 + 2

@𝑥 = −2ℎ;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖−2

𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥4 + 𝑏𝑥3 + 𝑐𝑥2 + 𝑑𝑥 + 𝑒

@𝑥 = 2ℎ;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖+2

@𝑥 = 0;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖

16ℎ4 −8ℎ3 4ℎ2 −ℎ 1
ℎ4 −ℎ3 ℎ2 −ℎ 1
0 0 0 0 1

ℎ4 ℎ3 ℎ2 ℎ 1
16ℎ4 8ℎ3 ℎ2 ℎ 1

×

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑
𝑒

=

𝑓𝑖−2

𝑓𝑖−1

𝑓𝑖

𝑓𝑖−1

𝑓𝑖+2

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

روش چندجمله ای

با مقادیر نقاط۳مشتق مرتبه 

@𝑥 = −ℎ;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖−1

@𝑥 = ℎ;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖+1

𝑖 − 2, 𝑖 − 1, 𝑖 + 1, 𝑖 + 2

@𝑥 = −2ℎ;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖−2

𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥4 + 𝑏𝑥3 + 𝑐𝑥2 + 𝑑𝑥 + 𝑒

@𝑥 = 2ℎ;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖+2

@𝑥 = 0;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖

𝑏 =
−𝑓𝑖−2 + 2𝑓𝑖−1 − 2𝑓𝑖+1 + 𝑓𝑖+2

12ℎ3

𝑓𝑖
′′′ = 6𝑏 =

−𝑓𝑖−2 + 2𝑓𝑖−1 − 2𝑓𝑖+1 + 𝑓𝑖+2

2ℎ3

𝑐 =
−𝑓𝑖−2 + 16𝑓𝑖−1 − 30𝑓𝑖 + 16𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖+2

24ℎ2

𝑓𝑖
′′ = 2𝑐 =

−𝑓𝑖−2 + 16𝑓𝑖−1 − 30𝑓𝑖 + 16𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖+2

12ℎ2 + 𝑂 ℎ4

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

روش چندجمله ای

با مقادیر نقاط۲مشتق مرتبه 

@𝑥 = ℎ;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖+1

𝑑 = 𝑓𝑖

𝑎ℎ3 + 𝑏ℎ2 + 𝑐ℎ + 𝑑 = 𝑓𝑖+1

8𝑎ℎ3 + 4𝑏ℎ2 + 𝑐ℎ + 𝑑 = 𝑓𝑖+2

27𝑎ℎ3 + 9𝑏ℎ2 + 𝑐ℎ + 𝑑 = 𝑓𝑖+3

𝑖, 𝑖 + 1, 𝑖 + 2, 𝑖 + 3
𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑

@𝑥 = 2ℎ;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖+2

@𝑥 = 0;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖

0 0 0 1
ℎ3 ℎ2 ℎ 1

8ℎ3 4ℎ2 2ℎ 1
27ℎ3 9ℎ2 3ℎ 1

×

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

=

𝑓𝑖

𝑓𝑖+1

𝑓𝑖+2

𝑓𝑖+3

@𝑥 = 3ℎ;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖+3
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

روش چندجمله ای

با مقادیر نقاط۲مشتق مرتبه 

@𝑥 = ℎ;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖+1

𝑖, 𝑖 + 1, 𝑖 + 2, 𝑖 + 3
𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑

@𝑥 = 2ℎ;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖+2

@𝑥 = 0;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖

@𝑥 = 3ℎ;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖+3

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

=

−𝑓𝑖 + 3𝑓𝑖+1 − 3𝑓𝑖+2 + 𝑓𝑖+3

6ℎ3
𝑖

𝑓𝑖 − 5𝑓𝑖+1 + 4𝑓𝑖+2 − 𝑓𝑖+3

2ℎ2

−11𝑓𝑖 + 18𝑓𝑖+1 − 9𝑓𝑖+2 + 2𝑓𝑖+3

6ℎ
𝑓𝑖

𝑓𝑖
′′ = 2𝑏 =

𝑓𝑖 − 5𝑓𝑖+1 + 4𝑓𝑖+2 − 𝑓𝑖+3

ℎ2
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

روش چندجمله ای

همشتق شبکه غیر یکنواخت با استفاده از سه نقط

if1if − 1if +

if

1if +

1if −

𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐

@𝑥 = 0;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖

@𝑥 = −ℎ;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖−1

@𝑥 = 𝛼ℎ;  𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖+1

൞

𝑐 = 𝑓𝑖

𝑎ℎ2 − 𝑏ℎ + 𝑐 = 𝑓𝑖−1

𝑎𝛼2ℎ2 + 𝑏𝛼ℎ + 𝑐 = 𝑓𝑖+1
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

روش چندجمله ای

if

1if +

1if −

𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐

→ ൝
𝑎ℎ2 − 𝑏ℎ = 𝑓𝑖−1 − 𝑓𝑖

𝑎𝛼2ℎ2 + 𝑏𝛼ℎ = 𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖

→ 𝑏ℎ 𝛼 + 𝛼2 = 𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖 1 − 𝛼2 − 𝛼2𝑓𝑖−1 → 𝑏 =
𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖 1 − 𝛼2 − 𝛼2𝑓𝑖−1

𝛼(𝛼 + 1)ℎ

→ 𝑎ℎ2(𝛼2 + 𝛼) = 𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖 1 + 𝛼 + 𝛼𝑓𝑖−1 → 𝑎 =
𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖 1 + 𝛼 + 𝛼𝑓𝑖−1

𝛼(𝛼 + 1)ℎ2

𝑓𝑖
′ =

d𝑓

d𝑥
ቚ
𝑥=0

= 𝑏 → 𝑓𝑖
′ =

𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖 1 − 𝛼2 − 𝛼2𝑓𝑖−1

𝛼(𝛼 + 1)ℎ

𝑓𝑖
′′ =

d2𝑓

d𝑥2 ቚ
𝑥=0

= 2𝑎 𝑓𝑖
′′ =

2𝑓𝑖+1 − 2𝑓𝑖 1 + 𝛼 + 2𝛼𝑓𝑖−1

𝛼(𝛼 + 1)ℎ2
→
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محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

روش چندجمله ای

مقایسه با بسط تیلور
𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑

𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥0 +
d𝑓

d𝑥
ቚ
𝑥=𝑥0

𝑥 − 𝑥0 +
d2𝑓

d𝑥2 ቚ
𝑥=𝑥0

𝑥 − 𝑥0
2

2!
+

d3𝑓

d𝑥3 ቚ
𝑥=𝑥0

𝑥 − 𝑥0
3

3!
+ ⋯

𝑥0 = 0; 𝑓 𝑥 = 𝑓𝑖 + 𝑓𝑖
′𝑥 +

𝑓𝑖
′′

2!
𝑥2 +

𝑓𝑖
′′′

3!
𝑥3 + ⋯

𝑓 𝑥 = 𝑑 + 𝑐𝑥 + 𝑏𝑥2 + 𝑎𝑥3

𝑑 = 𝑓𝑖

𝑐 = 𝑓𝑖
′

𝑏 =
𝑓𝑖

′′

2!

𝑎 =
𝑓𝑖

′′′

3!
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۴۰

محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

روش چندجمله ای
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۴۱

محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

تفاضل محدود در کاربرد دو بعدی و سه بعدی

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑓 𝑥0, 𝑦0 +
𝜕𝑓

𝜕𝑥
ቚ

𝑥0,𝑦0

𝑥 − 𝑥0 +
𝜕𝑓

𝜕𝑦
ቚ

𝑥0,𝑦0

𝑦 − 𝑦0 +

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2 ቚ
𝑥0,𝑦0

𝑥 − 𝑥0
2

2!
+

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
ቚ
𝑥0,𝑦0

𝑥 − 𝑥0 𝑦 − 𝑦0

2!
+

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2 ቚ
𝑥0,𝑦0

𝑦 − 𝑦0
2

2!
+ ⋯

𝜕𝜙(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥

𝜕2𝜙(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2

𝜕2𝜙(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕𝜙(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑡

ثابت حرکت می کنیم ابتدا در راستای      ثابت و سپس( و سه بعدی)در اعمال روش تفاضل محدود در میدان دو بعدی  𝑦𝑥
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۴2

محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

تفاضل محدود در کاربرد دو بعدی و سه بعدی

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑓 𝑥0, 𝑦0 +
𝜕𝑓

𝜕𝑥
ቚ

𝑥0,𝑦0

𝑥 − 𝑥0 +
𝜕𝑓

𝜕𝑦
ቚ

𝑥0,𝑦0

𝑦 − 𝑦0 +

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2 ቚ
𝑥0,𝑦0

𝑥 − 𝑥0
2

2!
+

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
ቚ
𝑥0,𝑦0

𝑥 − 𝑥0 𝑦 − 𝑦0 +

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2 ቚ
𝑥0,𝑦0

𝑦 − 𝑦0
2

2!
+ ⋯

𝑥بدست آوردن مشتقات جزئی نسبت به
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۴3

محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

تفاضل محدود در کاربرد دو بعدی و سه بعدی

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑓𝑖,𝑗 +
𝜕𝑓

𝜕𝑥
ቚ
𝑖,𝑗

𝑥 − 𝑥0 +
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2 ቚ
𝑖,𝑗

𝑥 − 𝑥0
2

2!
+ ⋯

𝑥بدست آوردن مشتقات جزئی نسبت به

𝑓𝑖+1,𝑗 = 𝑓𝑖,𝑗 +
𝜕𝑓

𝜕𝑥
ቚ
𝑖,𝑗

Δ𝑥 +
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2 ቚ
𝑖,𝑗

Δ𝑥 2

2!
+ ⋯
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۴۴

محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

تفاضل محدود در کاربرد دو بعدی و سه بعدی

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑓 𝑥0, 𝑦0 +
𝜕𝑓

𝜕𝑥
ቚ

𝑥0,𝑦0

𝑥 − 𝑥0 +
𝜕𝑓

𝜕𝑦
ቚ

𝑥0,𝑦0

𝑦 − 𝑦0 +

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2 ቚ
𝑥0,𝑦0

𝑥 − 𝑥0
2

2!
+

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
ቚ
𝑥0,𝑦0

𝑥 − 𝑥0 𝑦 − 𝑦0

2!
+

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2 ቚ
𝑥0,𝑦0

𝑦 − 𝑦0
2

2!
+ ⋯

𝑦بدست آوردن مشتقات جزئی نسبت به
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۴5

محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

تفاضل محدود در کاربرد دو بعدی و سه بعدی

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑓 𝑥0, 𝑦0 +
𝜕𝑓

𝜕𝑦
ቚ
𝑥0,𝑦0

𝑦 − 𝑦0 +
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2 ቚ
𝑥0,𝑦0

𝑦 − 𝑦0
2

2!
+ ⋯

𝑦بدست آوردن مشتقات جزئی نسبت به

𝑓𝑖,𝑗+1 = 𝑓𝑖,𝑗 +
𝜕𝑓

𝜕𝑦
ቚ
𝑖,𝑗

Δ𝑦 +
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2 ቚ
𝑖,𝑗

Δ𝑦 2

2!
+ ⋯
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۴6

محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

تفاضل محدود در کاربرد دو بعدی و سه بعدی

𝑓𝑖+1,𝑗+1 = 𝑓𝑖+1,𝑗 +
𝜕𝑓

𝜕𝑦
ቚ
𝑖+1,𝑗

Δ𝑦 +
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2 ቚ
𝑖+1,𝑗

Δ𝑦 2

2!
+ ⋯

𝑓𝑖+1,𝑗 = 𝑓𝑖,𝑗 +
𝜕𝑓

𝜕𝑥
ቚ
𝑖,𝑗

Δ𝑥 +
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2 ቚ
𝑖,𝑗

Δ𝑥 2

2!
+ ⋯

𝜕𝑓

𝜕𝑦
ቚ
𝑖+1,𝑗

=
𝜕𝑓

𝜕𝑦
ቚ
𝑖,𝑗

+
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
ቚ
𝑖,𝑗

Δ𝑥 + ⋯
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2 ቚ
𝑖+1,𝑗

=
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2 ቚ
𝑖,𝑗

+ ⋯

𝑓𝑖+1,𝑗+1 = 𝑓𝑖,𝑗 +
𝜕𝑓

𝜕𝑥
ቚ
𝑖,𝑗

Δ𝑥 +
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2 ቚ
𝑖,𝑗

Δ𝑥 2

2!
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦
ቚ

𝑖,𝑗
Δ𝑦 +

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
ቚ
𝑖,𝑗

Δ𝑥Δ𝑦 +
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2 ቚ
𝑖,𝑗

Δ𝑦 2

2!
+ ⋯

𝑓𝑖+1,𝑗+1 = 𝑓𝑖,𝑗 +
𝜕𝑓

𝜕𝑥
ቚ
𝑖,𝑗

Δ𝑥 +
𝜕𝑓

𝜕𝑦
ቚ
𝑖,𝑗

Δ𝑦 +
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2 ቚ
𝑖,𝑗

Δ𝑥 2

2!
+

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
ቚ
𝑖,𝑗

Δ𝑥Δ𝑦 +
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2 ቚ
𝑖,𝑗

Δ𝑦 2

2!
+ ⋯

.  ط تیلور استهدف از این بخش صرفا نشان دادن یکسان بودن نتیجه اعمال تفاضل محدود در دو راستا با نتیجه بس
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۴7

محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

تفاضل محدود در کاربرد دو بعدی و سه بعدی

شبکهقابلیت ثابت فرض کردن یک متغیر در هنگام حرکت در راستایه هاعدم نیاز به ذخیره همسای: مش ساختاریافته

هغیر ساختاریافت
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۴8

محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

تفاضل محدود در کاربرد دو بعدی و سه بعدی

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
ቚ
𝑖,𝑗

=
𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
ቚ
𝑖,𝑗

=
𝜕

𝜕𝑥

𝑓𝑖,𝑗+1 − 𝑓𝑖,𝑗−1

2Δ𝑦

=
𝜕

𝜕𝑥

𝑓𝑖,𝑗+1

2Δ𝑦
−

𝜕

𝜕𝑥

𝑓𝑖,𝑗−1

2Δ𝑦

=
1

2Δ𝑦

𝑓𝑖+1,𝑗+1 − 𝑓𝑖−1,𝑗+1

2Δ𝑥
−

1

2Δ𝑦

𝑓𝑖+1,𝑗−1 − 𝑓𝑖−1,𝑗−1

Δ𝑥

=
𝑓𝑖+1,𝑗+1 − 𝑓𝑖−1,𝑗+1 − 𝑓𝑖+1,𝑗−1 + 𝑓𝑖−1,𝑗−1

4Δ𝑥Δ𝑦

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
ቚ
𝑖,𝑗
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۴9

محاسبه‌مشتقات‌جزئی

ود
حد

ل م
ض

تفا
ت 

ضیا
ریا

تفاضل محدود در کاربرد دو بعدی و سه بعدی

معادله انتقال حرارت دو بعدی گذرا
 













+




=




2

2

2

2

y

T

x

T

t

T


1

, , 1, , 1, , 1 , , 1

2 2

2 2n n

i j i j i j i j i j i j i j i jT T T T T T T T

t x y


+

+ − + −
 − − + − +

= + 
    

انیگسسته سازی مک
1, , 1, , 1 , , 1

2 2

2 2i j i j i j i j i j i jT T T T T TT

t x y


+ − + −
 − + − +

= + 
    

انیگسسته سازی زم
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5۰

ریاضیات‌حجم‌محدود
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5۱

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

مقدمه

.گسسته سازی میدان حل به حجم های کوچک بجای نقاط•

:گام های مورد نیاز•

نوشتن معادلات به شکل پایستار✓

میانگین گیری روی حجم کنترل✓

یانگینگسسته سازی  و تقریب مقادیر مرز ها بر حسب مقادیر م✓

هر حجم کنترل یک مجهول دارد که میانگین تابع هدف در آن•

ام می شود حجم می باشد و گسسته سازی برای یافتن این پارامتر انج

.هرچند امکان محاسبه مقادیر نقطه ای وجود دارد

ضیه اساس این روش استفاده از شکل انتگرالی معادلات حاکم و ق•

گوس دیورژانس است

یافتهامکان پیاده سازی بر روش شبکه های غیر ساختار•

پایه اکثر حلگرهای تجاری•
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ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

حل‌معادله‌دیفرانسیل‌معمولی
d2𝜙

d𝑥2 + 𝑐
d𝜙

d𝑥
= cos 𝜋𝑥معادله دیفرانسیل

شبکه بندی

1𝑖 =

𝑥 = 0 𝑥 = 𝑙

2 3 4 5 6 7 8 9 10

Δ𝑥

محدود( خط)حجم 

𝑥𝑒𝑥𝑤

𝜙 0 = 𝜙0 𝜙 𝑙 = 𝜙𝑙

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙
دامنه حل و شرایط مرزی

ത𝜙𝑖|𝑖=1,…,10:میدان پاسخ

:شرایط مرزی

:مجهولات

( پاره خط)حجم محدود ۱۰نوشتن معادله حاکم در این : معادلات

ر گسسته سازی معادله برحسب مقادی: هدف

متوسط

ത𝜙𝑖|𝑖=1,…,10

𝜙 0 = 𝜙0

𝜙 𝑙 = 𝜙𝑙

ത𝜙𝑖 =
1

𝑥𝑒 − 𝑥𝑤
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒

𝜙 𝑥 d𝑥

Δ𝑥 =
𝑙

𝑁

𝑁 = 10
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ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

صورت‌پایستار‌معادلات

نرخ افزایش جرم 

در المان سیال 

نرخ خالص جریان جرم 

ورودی به المان سیال =

𝜕𝜌

𝜕𝑡
න

𝐶𝑉

𝜌𝑑𝑉 + න𝜌 𝑉. 𝑑 Ԧ𝐴 = معادله انتقال رینولدز0

یصورت پایستار معادله پیوستگ

صورت پایستار

صورتی از معادله که مستقیما از اعمال قوانین بقا به معادلات بدست می آید

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝛻. 𝜌𝑉 = 0

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦
+

𝜕(𝜌𝑤)

𝜕𝑧
= 0
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5۴

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

صورت‌پایستار‌معادلات

ستگیصورت غیر پایستار معادله پیو

صورت پایستار

عبارت های مشتقات مکانی مشخص و جدا باشند  

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝜌 𝛻. 𝑉 + 𝑉. 𝛻𝜌 = 0

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝜌

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜌

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝜌

𝜕𝑤

𝜕𝑧
+

𝑢
𝜕𝜌

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝜌

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝜌

𝜕𝑧
= 0

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑧
= 𝑆 𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝛻. Ԧ𝐹 = 𝑆

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

1

𝜌

𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 𝜈

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

𝑁. 𝑆.

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
𝑢2 +

𝑃

𝜌
− 𝜈

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
𝑢𝑣 − 𝜈

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0

(Flux)شار 

:انواع شار

(Convective)شار جابجایی ✓

(Diffusive)شار پخشی ✓

𝐹 = 𝑓𝑢𝑛𝑐(𝜙)

𝐹 = 𝑓𝑢𝑛𝑐(
d𝜙

d𝑥
)
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ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

به‌صورت‌پایستارنوشتن‌معادله
d2𝜙

d𝑥2 + 𝑐
d𝜙

d𝑥
= cos 𝜋𝑥

𝜙 0 = 𝜙0 𝜙 𝑙 = 𝜙𝑙

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙
دامنه حل و شرایط مرزی

معادله دیفرانسیل

شبکه بندی

1𝑖 =

𝑥 = 0 𝑥 = 𝑙

2 3 4 5 6 7 8 9 10

Δ𝑥 = ℎ

محدود( خط)حجم 

𝑥𝑒𝑥𝑤

𝑐 = const. 

d2𝜙

d𝑥2 +
d 𝑐𝜙

d𝑥
= cos 𝜋𝑥

d

d𝑥

d𝜙

d𝑥
+ 𝑐𝜙 = cos 𝜋𝑥

𝑐 = 𝑓𝑢𝑛𝑐(𝑥) 

d2𝜙

d𝑥2 +
d 𝑐𝜙

d𝑥
− 𝜙

d𝑐

d𝑥
= cos 𝜋𝑥

d

d𝑥

d𝜙

d𝑥
+ 𝑐𝜙 = cos 𝜋𝑥 + 𝜙

d𝑐

d𝑥

𝑐 = 𝜙

d2𝜙

d𝑥2 +
d 𝜙2/2

d𝑥
= cos 𝜋𝑥

d

d𝑥

d𝜙

d𝑥
+

𝜙2

2
= cos 𝜋𝑥
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ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

متوسط‌گیری‌از‌معادله‌پایستار‌روی‌حجم‌کنترل
d2𝜙

d𝑥2 + 𝑐
d𝜙

d𝑥
= cos 𝜋𝑥معادله دیفرانسیل

𝑖

Δ𝑥

ҧ𝑓𝑖 =
1

𝑥𝑒 − 𝑥𝑤
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒

𝑓 𝑥 d𝑥

𝑥𝑒𝑥𝑤

d

d𝑥

d𝜙

d𝑥
+ 𝑐𝜙 = cos 𝜋𝑥

d

d𝑥

d𝜙

d𝑥
+ 𝑐𝜙 ቚ

𝑖
 = cos 𝜋𝑥 ቚ

𝑖

1

Δ𝑥 
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒 d

d𝑥

d𝜙

d𝑥
+ 𝑐𝜙 d𝑥 =

1

Δ𝑥 
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒

cos 𝜋𝑥 d𝑥 

1

Δ𝑥

d𝜙

d𝑥
+ 𝑐𝜙

𝑒

−
d𝜙

d𝑥
+ 𝑐𝜙

𝑤

=
1

𝜋Δ𝑥
sin 𝜋𝑥 𝑒 − sin 𝜋𝑥 𝑤

𝑐 = const. 



دانشگاه صنعتی شریف
57

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

متوسط‌گیری‌از‌معادله‌پایستار‌روی‌حجم‌کنترل
d2𝜙

d𝑥2 + 𝑐
d𝜙

d𝑥
= cos 𝜋𝑥معادله دیفرانسیل

𝑖

Δ𝑥

𝑥𝑒𝑥𝑤

d𝐹

d𝑥
= 𝑆

d𝐹

d𝑥
ቚ
𝑖

 = ҧ𝑆 ቚ
𝑖

𝐹 =
d𝜙

d𝑥
+ 𝑐𝜙

𝑆 = cos 𝜋𝑥

1

Δ𝑥 
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒 d𝐹

d𝑥
d𝑥 = ҧ𝑆𝑖

1

Δ𝑥
𝐹𝑒 − 𝐹𝑤 = ҧ𝑆𝑖

𝐹𝑒 =
d𝜙

d𝑥
ቚ

𝑒
+ 𝑐𝜙𝑒

𝐹𝑤 =
d𝜙

d𝑥
ቚ
𝑤

+ 𝑐𝜙𝑤
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ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

ل‌هاتقریب‌شارها‌با‌استفاده‌از‌مقادیر‌متوسط‌حجم‌کنتر
d2𝜙

d𝑥2 + 𝑐
d𝜙

d𝑥
= cos 𝜋𝑥معادله دیفرانسیل

𝑖

Δ𝑥

𝑥𝑒
𝑥𝑤

𝐹𝑒 =
d𝜙

d𝑥
ቚ

𝑒
+ 𝑐𝜙𝑒 𝐹𝑤 =

d𝜙

d𝑥
ቚ
𝑤

+ 𝑐𝜙𝑤

𝐹𝑒تقریب اطلاعات هر مرز با استفاده از دو حجم مشترک در آن مرز = 𝑓𝑢𝑛𝑐 ത𝜙𝑖 , ത𝜙𝑖+1

𝐹𝑤 = 𝑓𝑢𝑛𝑐 ത𝜙𝑖−1, ത𝜙𝑖

d𝜙

d𝑥
ቚ
𝑒

=
𝑎 ത𝜙𝑖 + 𝑏 ത𝜙𝑖+1

Δ𝑥

𝑖 + 1𝑖 − 1

𝜙𝑒 = 𝑐 ത𝜙𝑖 + 𝑑 ത𝜙𝑖+1
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ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

ل‌هاتقریب‌شارها‌با‌استفاده‌از‌مقادیر‌متوسط‌حجم‌کنتر
d2𝜙

d𝑥2 + 𝑐
d𝜙

d𝑥
= cos 𝜋𝑥معادله دیفرانسیل

d𝜙

d𝑥
ቚ
𝑒

=
𝑎 ത𝜙𝑖 + 𝑏 ത𝜙𝑖+1

Δ𝑥

𝜙 𝑥 = 𝜙𝑒 + 𝜙𝑒
′ 𝑥 − 𝑥𝑒 +

1

2!
𝜙𝑒

′′ 𝑥 − 𝑥𝑒
2 +

1

3!
𝜙𝑒

′′′ 𝑥 − 𝑥𝑒
3 + ⋯

ത𝜙𝑖 =
1

Δ𝑥 
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒

𝜙 𝑥 d𝑥

ത𝜙𝑖 =
1

Δ𝑥 
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒

𝜙𝑒 + 𝜙𝑒
′ 𝑥 − 𝑥𝑒 +

1

2!
𝜙𝑒

′′ 𝑥 − 𝑥𝑒
2 +

1

3!
𝜙𝑒

′′′ 𝑥 − 𝑥𝑒
3 + ⋯ d𝑥

𝜉 = 𝑥 − 𝑥𝑒

d𝜉 = d𝑥

d𝜙

d𝜉
=

d𝜙

d𝑥

𝜙𝑒
′ 𝑥 = 𝜙0

′ (𝜉)

𝜉𝑒 =0

𝜉𝑤 = 𝑥𝑤 − 𝑥𝑒 = −Δ𝑥

𝜙𝑒 𝑥 = 𝜙0 (𝜉)

𝑖

Δ𝑥

𝑥𝑒
𝑥𝑤

𝑖 + 1𝑖 − 1
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6۰

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

ل‌هاتقریب‌شارها‌با‌استفاده‌از‌مقادیر‌متوسط‌حجم‌کنتر
d2𝜙

d𝑥2 + 𝑐
d𝜙

d𝑥
= cos 𝜋𝑥معادله دیفرانسیل

d𝜙

d𝑥
ቚ
𝑒

=
𝑎 ത𝜙𝑖 + 𝑏 ത𝜙𝑖+1

Δ𝑥

ത𝜙𝑖 =
1

Δ𝑥 
න

−Δ𝑥

0

𝜙𝑒 + 𝜙𝑒
′ 𝜉 +

1

2!
𝜙𝑒

′′𝜉2 +
1

3!
𝜙𝑒

′′′𝜉3 + ⋯ d𝜉

ത𝜙𝑖 = 𝜙𝑒 −
1

2
𝜙𝑒

′ Δ𝑥 +
1

3!
𝜙𝑒

′′Δ𝑥2 −
1

4!
𝜙𝑒

′′′Δ𝑥3 + ⋯

𝑖

Δ𝑥

𝑥𝑒
𝑥𝑤

𝑖 + 1𝑖 − 1
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6۱

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

ل‌هاتقریب‌شارها‌با‌استفاده‌از‌مقادیر‌متوسط‌حجم‌کنتر
d2𝜙

d𝑥2 + 𝑐
d𝜙

d𝑥
= cos 𝜋𝑥معادله دیفرانسیل

d𝜙

d𝑥
ቚ
𝑒

=
𝑎 ത𝜙𝑖 + 𝑏 ത𝜙𝑖+1

Δ𝑥 𝑖

Δ𝑥

𝑥𝑒
𝑥𝑤

𝑖 + 1𝑖 − 1

𝑥𝑒𝑒
ത𝜙𝑖+1 =

1

Δ𝑥 
න

𝑥𝑒

𝑥𝑒𝑒

𝜙 𝑥 d𝑥

ത𝜙𝑖+1 =
1

Δ𝑥 
න

𝑥𝑒

𝑥𝑒𝑒

𝜙𝑒 + 𝜙𝑒
′ 𝑥 − 𝑥𝑒 +

1

2!
𝜙𝑒

′′ 𝑥 − 𝑥𝑒
2 +

1

3!
𝜙𝑒

′′′ 𝑥 − 𝑥𝑒
3 + ⋯ d𝑥

ത𝜙𝑖+1 =
1

Δ𝑥 
න

0

Δ𝑥

𝜙𝑒 + 𝜙𝑒
′ 𝜉 +

1

2!
𝜙𝑒

′′𝜉2 +
1

3!
𝜙𝑒

′′′𝜉3 + ⋯ d𝜉

ത𝜙𝑖+1 = 𝜙𝑒 +
1

2
𝜙𝑒

′ Δ𝑥 +
1

3!
𝜙𝑒

′′Δ𝑥2 +
1

4!
𝜙𝑒

′′′Δ𝑥3 + ⋯



دانشگاه صنعتی شریف
62

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

ل‌هاتقریب‌شارها‌با‌استفاده‌از‌مقادیر‌متوسط‌حجم‌کنتر
d2𝜙

d𝑥2 + 𝑐
d𝜙

d𝑥
= cos 𝜋𝑥معادله دیفرانسیل

d𝜙

d𝑥
ቚ
𝑒

=
𝑎 ത𝜙𝑖 + 𝑏 ത𝜙𝑖+1

Δ𝑥

ത𝜙𝑖 = 𝜙𝑒 −
1

2
𝜙𝑒

′ Δ𝑥 +
1

3!
𝜙𝑒

′′Δ𝑥2 −
1

4!
𝜙𝑒

′′′Δ𝑥3 + ⋯

𝑖

Δ𝑥

𝑥𝑒
𝑥𝑤

𝑖 + 1𝑖 − 1

ത𝜙𝑖+1 = 𝜙𝑒 +
1

2
𝜙𝑒

′ Δ𝑥 +
1

3!
𝜙𝑒

′′Δ𝑥2 +
1

4!
𝜙𝑒

′′′Δ𝑥3 + ⋯

𝑎

Δ𝑥
ത𝜙𝑖 =

𝑎

Δ𝑥
𝜙𝑒 −

𝑎

2
𝜙𝑒

′ +
𝑎Δ𝑥

3!
𝜙𝑒

′′ −
𝑎Δ𝑥2

4!
𝜙𝑒

′′′ + ⋯

𝑏

Δ𝑥
ത𝜙𝑖+1 =

𝑏

Δ𝑥
𝜙𝑒 +

𝑏

2
𝜙𝑒

′ +
𝑏Δ𝑥

3!
𝜙𝑒

′′ +
𝑏Δ𝑥2

4!
𝜙𝑒

′′′ + ⋯
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ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

ل‌هاتقریب‌شارها‌با‌استفاده‌از‌مقادیر‌متوسط‌حجم‌کنتر
d2𝜙

d𝑥2 + 𝑐
d𝜙

d𝑥
= cos 𝜋𝑥معادله دیفرانسیل

d𝜙

d𝑥
ቚ
𝑒

=
𝑎 ത𝜙𝑖 + 𝑏 ത𝜙𝑖+1

Δ𝑥
= 𝜙𝑒

𝑎 + 𝑏

Δ𝑥
+ 𝜙𝑒

′
−𝑎 + 𝑏

2
+ 𝜙𝑒

′′
𝑎 + 𝑏

3!
Δ𝑥 + 𝜙𝑒

′′′
−𝑎 + 𝑏

4!
Δ𝑥2

𝑖

Δ𝑥

𝑥𝑒
𝑥𝑤

𝑖 + 1𝑖 − 1

ቐ
𝑎 + 𝑏 = 0

−𝑎 + 𝑏

2
= 1

→ b = 1 → a = −1
d𝜙

d𝑥
ቚ
𝑒

=
− ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖+1

Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2)
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6۴

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

ل‌هاتقریب‌شارها‌با‌استفاده‌از‌مقادیر‌متوسط‌حجم‌کنتر
d2𝜙

d𝑥2 + 𝑐
d𝜙

d𝑥
= cos 𝜋𝑥معادله دیفرانسیل

𝜙𝑒 = 𝑐 ത𝜙𝑖 + 𝑑 ത𝜙𝑖+1 = 𝜙𝑒 𝑐 + 𝑑 + 𝜙𝑒
′

−𝑐 + 𝑑

2
Δ𝑥 + 𝜙𝑒

′′
𝑐 + 𝑑

3!
Δ𝑥2 + 𝜙𝑒

′′′
−𝑐 + 𝑑

4!
Δ𝑥3

𝑖

Δ𝑥

𝑥𝑒
𝑥𝑤

𝑖 + 1𝑖 − 1

ቊ
𝑐 + 𝑑 = 1

−𝑐 + 𝑑 = 0 → d =
1

2
→ c =

1

2
𝜙𝑒 =

ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖+1

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)

𝜙𝑒 = 𝑐 ത𝜙𝑖 + 𝑑 ത𝜙𝑖+1
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ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

ل‌هاتقریب‌شارها‌با‌استفاده‌از‌مقادیر‌متوسط‌حجم‌کنتر
d2𝜙

d𝑥2 + 𝑐
d𝜙

d𝑥
= cos 𝜋𝑥معادله دیفرانسیل

𝑖

Δ𝑥

𝑥𝑒
𝑥𝑤

𝑖 + 1𝑖 − 1𝜙𝑒 =
ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖+1

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)

d𝜙

d𝑥
ቚ
𝑒

=
− ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖+1

Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2)

𝜙𝑤 =
ത𝜙𝑖−1 + ത𝜙𝑖

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)

d𝜙

d𝑥
ቚ
𝑤

=
− ത𝜙𝑖−1 + ത𝜙𝑖

Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2)

𝐹𝑤 = 𝑓𝑢𝑛𝑐 ത𝜙𝑖−1, ത𝜙𝑖
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ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

ل‌هاتقریب‌شارها‌با‌استفاده‌از‌مقادیر‌متوسط‌حجم‌کنتر
d2𝜙

d𝑥2 + 𝑐
d𝜙

d𝑥
= cos 𝜋𝑥معادله دیفرانسیل

𝑖

Δ𝑥

𝑥𝑒
𝑥𝑤

𝑖 + 1𝑖 − 11

Δ𝑥
𝐹𝑒 − 𝐹𝑤 = ҧ𝑆𝑖

𝐹𝑒 =
d𝜙

d𝑥
ቚ

𝑒
+ 𝑐𝜙𝑒 𝐹𝑤 =

d𝜙

d𝑥
ቚ
𝑤

+ 𝑐𝜙𝑤

1

Δ𝑥

− ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖+1

Δ𝑥
+ 𝑐

ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖+1

2
−

− ത𝜙𝑖−1 + ത𝜙𝑖

Δ𝑥
+ 𝑐

ത𝜙𝑖−1 + ത𝜙𝑖

2
= ҧ𝑆𝑖

ത𝜙𝑖−1 − 2 ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖+1

Δ𝑥2 + c
− ത𝜙𝑖−1 + ത𝜙𝑖+1

2Δ𝑥
= ҧ𝑆𝑖

دعلت شباهت اتفاقی به تفاضل محدو

مش یکنواخت✓

تقریب مرتبه دوم✓
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ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

مرور‌مباحث‌گذشته
d2𝜙

d𝑥2 + 𝑐
d𝜙

d𝑥
= cos 𝜋𝑥

ل معادله دیفرانسی

معمولی

𝑖

Δ𝑥

𝑥𝑒
𝑥𝑤

𝑖 + 1𝑖 − 1

d

d𝑥

d𝜙

d𝑥
+ 𝑐𝜙 = cos 𝜋𝑥 𝐹 =

d𝜙

d𝑥
+ 𝑐𝜙 𝑆 = cos 𝜋𝑥

1

Δ𝑥
𝐹𝑒 − 𝐹𝑤 = ҧ𝑆𝑖

شار پخشی شار جابجایی

𝐹𝑒 =
d𝜙

d𝑥
ቚ

𝑒
+ 𝑐𝜙𝑒

d𝜙

d𝑥
ቚ
𝑒

=
𝑎 ത𝜙𝑖 + 𝑏 ത𝜙𝑖+1

Δ𝑥
𝜙𝑒 = 𝑐 ത𝜙𝑖 + 𝑑 ത𝜙𝑖+1

𝜙 𝑥 = 𝜙𝑒 + 𝜙𝑒
′ 𝑥 − 𝑥𝑒 +

1

2!
𝜙𝑒

′′ 𝑥 − 𝑥𝑒
2 +

1

3!
𝜙𝑒

′′′ 𝑥 − 𝑥𝑒
3 + ⋯

ത𝜙𝑖 =
1

Δ𝑥 
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒

𝜙𝑒 + 𝜙𝑒
′ 𝑥 − 𝑥𝑒 +

1

2!
𝜙𝑒

′′ 𝑥 − 𝑥𝑒
2 +

1

3!
𝜙𝑒

′′′ 𝑥 − 𝑥𝑒
3 + ⋯ d𝑥

گسسته سازی دامنه حل به حجم های محدود•

گسسته سازی معادلات به روش حجم محدود•

نوشتن معادلات به شکل پایستار✓

از معادله روی حجم کنترل میانگین گیری✓

ینگسسته سازی  شارها بر حسب مقادیر میانگ✓
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ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

مرور‌مباحث‌گذشته
d2𝜙

d𝑥2 + 𝑐
d𝜙

d𝑥
= cos 𝜋𝑥معادله دیفرانسیل

𝑖

Δ𝑥

𝑥𝑒
𝑥𝑤

𝑖 + 1𝑖 − 1

ത𝜙𝑖 = 𝜙𝑒 −
1

2
𝜙𝑒

′ Δ𝑥 +
1

3!
𝜙𝑒

′′Δ𝑥2 −
1

4!
𝜙𝑒

′′′Δ𝑥3 + ⋯

ത𝜙𝑖+1 = 𝜙𝑒 +
1

2
𝜙𝑒

′ Δ𝑥 +
1

3!
𝜙𝑒

′′Δ𝑥2 +
1

4!
𝜙𝑒

′′′Δ𝑥3 + ⋯

d𝜙

d𝑥
ቚ
𝑒

=
− ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖+1

Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2)

𝜙𝑒 =
ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖+1

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)

ത𝜙𝑖−1 − 2 ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖+1

Δ𝑥2 + 𝑐
− ത𝜙𝑖−1 + ത𝜙𝑖+1

2Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2) = ҧ𝑆𝑖
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ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

تقریب‌چشمه
d2𝜙

d𝑥2 + 𝑐
d𝜙

d𝑥
= cos 𝜋𝑥معادله دیفرانسیل

𝑖

Δ𝑥

𝑥𝑒
𝑥𝑤

𝑖 + 1𝑖 − 1
ҧ𝑆𝑖 =

1

𝜋Δ𝑥
sin 𝜋𝑥 𝑒 − sin 𝜋𝑥 𝑤

ҧ𝑆𝑖 =
1

𝜋Δ𝑥 
(sin 𝜋𝑥𝑒 − sin 𝜋𝑥𝑤) =

1

𝜋Δ𝑥
2sin

𝜋 𝑥𝑒 − 𝑥𝑤

2
cos

𝜋 𝑥𝑒 + 𝑥𝑤

2

ҧ𝑆𝑖 =
1

𝜋Δ𝑥
2sin

𝜋Δ𝑥

2
cos𝜋𝑥𝑐 =

1

𝜋Δ𝑥
𝜋Δ𝑥 + 𝑂 Δ𝑥3 cos𝜋𝑥𝑐

ҧ𝑆𝑖 = cos𝜋𝑥𝑐 + 𝑂 Δ𝑥2 = 𝑆𝑐 + 𝑂 Δ𝑥2

𝑥𝑐
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7۰

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

تقریب‌چشمه

𝑖

𝑥𝑒𝑥𝑤 𝑥𝑐

:محاسبه چشمه

احتمال عدم انتگرال پذیری چشمه•

لزوم جامعیت روش محاسبه انتگرال و استفاده از روش های عددی•

ത𝜙𝑖−1 − 2 ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖+1

Δ𝑥2
+ 𝑐

− ത𝜙𝑖−1 + ത𝜙𝑖+1

2Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2) = ҧ𝑆𝑖

𝑥

𝑆

ҧ𝑆𝑖

ҧ𝑆𝑖 =
1

Δ𝑥 
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒

𝑆d𝑥

𝑆 𝑥 = 𝑆𝑐 + 𝑆𝑐
′ 𝑥 − 𝑥𝑐 +

1

2!
𝑆𝑐

′′ 𝑥 − 𝑥𝑐
2 +

1

3!
𝑆𝑐

′′′ 𝑥 − 𝑥𝑐
3 + ⋯

𝜉 = 𝑥 − 𝑥𝑐
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7۱

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

تقریب‌چشمه

𝑖

𝑥𝑒𝑥𝑤 𝑥𝑐

:محاسبه چشمه

احتمال عدم انتگرال پذیری چشمه•

لزوم جامعیت روش محاسبه انتگرال و استفاده از روش های عددی•

𝑥

𝑆

𝑆𝑐

ҧ𝑆𝑖 =
1

Δ𝑥 
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒

𝑆d𝑥

ҧ𝑆𝑖 = 𝑆𝑐 +
1

3! × 4
𝑆𝑐

′′Δ𝑥2 + ⋯ 

=
1

Δ𝑥 
න

−Δ𝑥/2

Δ𝑥/2

𝑆𝑐 + 𝑆𝑐
′𝜉 +

1

2!
𝑆𝑐

′′𝜉2 +
1

3!
𝑆𝑐

′′′𝜉3 + ⋯ d𝜉

ҧ𝑆𝑖 = 𝑆𝑐 + 𝑂 Δ𝑥2

ത𝜙𝑖−1 − 2 ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖+1

Δ𝑥2
+ 𝑐

− ത𝜙𝑖−1 + ത𝜙𝑖+1

2Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2) = ҧ𝑆𝑖
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ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

تقریب‌چشمه

:افزایش مرتبه دقت با استفاده از روش های انتگرال عددی همچون

انتگرال سیمپسون•

قانون تربیع گاوس•

ҧ𝑆𝑖 =
1

Δ𝑥 
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒

𝑆d𝑥

𝑆 = 𝑎𝜉2 + 𝑏𝜉 + 𝑐

@𝜉 = 0; 𝑆 = 𝑆𝑐 𝑐 = 𝑆𝑐

𝑎
Δ𝑥2

4
− 𝑏

Δ𝑥

2
+ 𝑐 = 𝑆𝑤

𝑎
Δ𝑥2

4
+ 𝑏

Δ𝑥

2
+ 𝑐 = 𝑆𝑒

@𝜉 = −
Δ𝑥

2
; 𝑆 = 𝑆𝑤

@𝜉 =
Δ𝑥

2
; 𝑆 = 𝑆𝑒

→ 𝑎 =
2

Δ𝑥2 (𝑆𝑤 − 2𝑆𝑐 + 𝑆𝑒)

→ 𝑏 =
1

Δ𝑥
(𝑆𝑒 − 𝑆𝑤)

ҧ𝑆𝑖 =
1

Δ𝑥 
න

−
Δ𝑥
2

Δ𝑥
2

(𝑎𝜉2 + 𝑏𝜉 + 𝑐 )d𝜉 =
𝑎Δ𝑥2

12
+ 𝑐

=
1

6
(𝑆𝑤 − 2𝑆𝑐 + 𝑆𝑒 + 6𝑆𝑐) =

1

6
𝑆𝑤 + 4𝑆𝑐 + 𝑆𝑒
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ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

تقریب‌چشمه

:دیافزایش مرتبه دقت با استفاده از روش های انتگرال عد

انتگرال سیمپسون•

قانون تربیع گاوس•

ҧ𝑆𝑖 =
1

Δ𝑥 
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒

𝑆d𝑥

ҧ𝑆𝑖 = 𝑆𝑐 +
1

24
𝑆𝑐

′′Δ𝑥2 + 𝑂 Δ𝑥4  

𝑆𝑒 = 𝑆𝑐 +
1

2
𝑆𝑐

′Δ𝑥 +
1

2! × 4
𝑆𝑐

′′Δ𝑥2

+
1

3! × 8
𝑆𝑐

′′′Δ𝑥3 +
1

4! × 16
𝑆𝑐

′′′′Δ𝑥4 + ⋯

𝑆𝑤 = 𝑆𝑐 −
1

2
𝑆𝑐

′Δ𝑥 +
1

2! × 4
𝑆𝑐

′′Δ𝑥2

−
1

3! × 8
𝑆𝑐

′′′Δ𝑥3 +
1

4! × 16
𝑆𝑐

′′′′Δ𝑥4 − ⋯

𝑆𝑐 = 𝑆𝑐

ҧ𝑆𝑖 = 𝑎𝑆𝑤 + 𝑏𝑆𝑐 + 𝑐𝑆𝑒

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1
−𝑎 + 𝑐 = 0
𝑎 + 𝑐

8
=

1

24

→ a =
1

6
→ c =

1

6
→ b =

2

3

ҧ𝑆𝑖 =
1

6
(𝑆𝑤 + 4𝑆𝑐 + 𝑆𝑒) + 𝑂(Δ𝑥4)
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7۴

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

محاسبه‌خطای‌حل‌عددی

𝑖

𝑥𝑒𝑥𝑤 𝑥𝑐

𝑥

𝜙ത𝜙𝑖 =
1

Δ𝑥 
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒

𝜙d𝑥

ത𝜙𝑖

ത𝜙𝑖 =
1

6
(𝜙𝑤 + 4𝜙𝑐 + 𝜙𝑒) + 𝑂(Δ𝑥4)

ത𝜙𝑖 = 𝜙𝑐 + 𝑂 Δ𝑥2

ത𝜙𝑖,𝑛𝑢𝑚 − ത𝜙𝑖,𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 = 𝑂(Δ𝑥2) =?

ത𝜙𝑖,𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 =?

𝜙𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 = ✓

ത𝜙𝑖,𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 = 𝜙𝑐,𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 + 𝑂(Δ𝑥2)

ത𝜙𝑖,𝑛𝑢𝑚 − 𝜙𝑐,𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 = 𝑂(Δ𝑥2)

بجایمی توانخطامحاسبهبرایمعادله،دقیقحلازاطلاعبا

ایجنتپاسخ،میانگینمقداربامحدودحجمحلنتایجمقایسه

دنمومقایسهمحدودحجممرکزدرجوابتابعمقدارباراعددی
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ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

تقریب‌چشمه
d2𝜙

d𝑥2 + 𝑐
d𝜙

d𝑥
= 𝑎𝜙

1

Δ𝑥 
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒 d

d𝑥

d𝜙

d𝑥
+ 𝑐𝜙 d𝑥 =

1

Δ𝑥 
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒

𝑆d𝑥 

1

Δ𝑥
𝐹𝑒 − 𝐹𝑤 = 𝑆𝑐

ത𝜙𝑖−1 − 2 ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖+1

Δ𝑥2
+ 𝑐

− ത𝜙𝑖−1 + ത𝜙𝑖+1

2Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2) = 𝑎 ത𝜙𝑖

ത𝜙𝑖−1 − 2 ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖+1

Δ𝑥2 + 𝑐
− ത𝜙𝑖−1 + ത𝜙𝑖+1

2Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2) = 𝑎𝜙𝑐

𝑆 = 𝑎𝜙

ത𝜙𝑖 = 𝜙𝑐 + 𝑂 Δ𝑥2 → 𝜙𝑐 = ത𝜙𝑖 + 𝑂 Δ𝑥2

1

Δ𝑥 
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒 d

d𝑥

d𝜙

d𝑥
+ 𝑐𝜙 d𝑥 =

1

Δ𝑥 
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒

𝑎𝜙d𝑥 

1

Δ𝑥
𝐹𝑒 − 𝐹𝑤 = 𝑎 ത𝜙𝑖

ത𝜙𝑖−1 − 2 ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖+1

Δ𝑥2
+ 𝑐

− ത𝜙𝑖−1 + ത𝜙𝑖+1

2Δ𝑥

+ 𝑂(Δ𝑥2) = 𝑎 ത𝜙𝑖
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ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

رویکردهای‌تقریب‌نقطه‌ای‌در‌حجم‌محدود
d2𝜙

d𝑥2 + 𝑐
d𝜙

d𝑥
= 𝑎𝜙

1

Δ𝑥
𝐹𝑒 − 𝐹𝑤 = 𝑎𝜙𝑐

𝜙𝑖−1 − 2𝜙𝑖 + 𝜙𝑖+1

Δ𝑥2
+ 𝑐

−𝜙𝑖−1 + 𝜙𝑖+1

2Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2) = 𝑎𝜙𝑖

𝑆 = 𝑎𝜙

𝐹 =
d𝜙

d𝑥
+ 𝑐𝜙

𝐹𝑒 = 𝑓𝑢𝑛𝑐 𝜙𝑖 , 𝜙𝑖+1, …

𝐹𝑤 = 𝑓𝑢𝑛𝑐 𝜙𝑖−1, 𝜙𝑖 , …

𝜙𝑒
′ , 𝜙𝑒 = 𝑓𝑢𝑛𝑐 𝜙𝑖 , 𝜙𝑖+1, …

𝜙𝑤
′ , 𝜙𝑤 = 𝑓𝑢𝑛𝑐 𝜙𝑖−1, 𝜙𝑖 , …

𝑖

Δ𝑥

𝑥𝑒𝑥𝑤

𝑖 + 1𝑖 − 1

𝑥𝑐 = 𝑥𝑖
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ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

رویکردهای‌تقریب‌نقطه‌ای‌در‌حجم‌محدود

(Convection-Diffusion)معادله جابجایی پخش 
𝜕𝜙

𝜕𝑡
+

𝜕(𝑐𝜙)

𝜕𝑥
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2

جابجایی پخش

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
𝑐𝜙 − 𝛼

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 0

1

Δ𝑥
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒 𝜕𝜙

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
𝑐𝜙 − 𝛼

𝜕𝜙

𝜕𝑥
d𝑥 = 0

1

Δ𝑥
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒 𝜕𝜙

𝜕𝑡
d𝑥 +

1

Δ𝑥
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒 𝜕

𝜕𝑥
𝑐𝜙 − 𝛼

𝜕𝜙

𝜕𝑥
d𝑥 = 0

𝜕

𝜕𝑡

1

Δ𝑥
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒

𝜙d𝑥 +
1

Δ𝑥
න

𝑥𝑤

𝑥𝑒 𝜕

𝜕𝑥
𝐹d𝑥 = 0

𝐹 = 𝑐𝜙 − 𝛼
𝜕𝜙

𝜕𝑥

ത𝜙𝑖

ئیمعادله با مشتقات جز

𝑖

Δ𝑥

𝑥𝑒𝑥𝑤

𝑖 + 1𝑖 − 1
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78

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+

𝜕(𝑐𝜙)

𝜕𝑥
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2

𝑖

Δ𝑥

𝑥𝑒𝑥𝑤

𝑖 + 1𝑖 − 1

d ത𝜙𝑖

d𝑡
− 𝛼

ത𝜙𝑖−1 − 2 ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖+1

Δ𝑥2 + 𝑐
− ത𝜙𝑖−1 + ത𝜙𝑖+1

2Δ𝑥
= 0 (Semi-discrete)صورت نیمه گسسته 

𝜕 ത𝜙𝑖

𝜕𝑡
+

1

Δ𝑥
𝐹𝑒 − 𝐹𝑤 = 0

برشارهاگسسته سازیلزوم

فهدجوابتابعمیانگینحسب

𝐹𝑒 = 𝑓𝑢𝑛𝑐 ത𝜙𝑖 , ത𝜙𝑖+1, …

𝐹𝑤 = 𝑓𝑢𝑛𝑐 ത𝜙𝑖−1, ത𝜙𝑖 , …

𝜙𝑒
′ , 𝜙𝑒 = 𝑓𝑢𝑛𝑐 ത𝜙𝑖 , ത𝜙𝑖+1, …

𝜙𝑤
′ , 𝜙𝑤 = 𝑓𝑢𝑛𝑐 ത𝜙𝑖−1, ത𝜙𝑖 , …

رویکردهای‌تقریب‌نقطه‌ای‌در‌حجم‌محدود

(Convection-Diffusion)معادله جابجایی پخش 
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79

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+

𝜕(𝑐𝜙)

𝜕𝑥
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2

𝑖

Δ𝑥

𝑥𝑒𝑥𝑤

𝑖 + 1𝑖 − 1

𝑥𝑖

−𝛼
𝜙𝑖−1 − 2𝜙𝑖 + 𝜙𝑖+1

Δ𝑥2 + 𝑐
−𝜙𝑖−1 + 𝜙𝑖+1

2Δ𝑥
= 0

1

Δ𝑥
𝐹𝑒 − 𝐹𝑤 = 0

ارهاشگسسته سازیامکان

نقطه ایمقادیرحسببر

رویکردهای‌تقریب‌نقطه‌ای‌در‌حجم‌محدود

صفر

𝐹𝑒 = 𝑓𝑢𝑛𝑐 𝜙𝑖 , 𝜙𝑖+1, …

𝐹𝑤 = 𝑓𝑢𝑛𝑐 𝜙𝑖−1, 𝜙𝑖 , …

𝜙𝑒
′ , 𝜙𝑒 = 𝑓𝑢𝑛𝑐 𝜙𝑖 , 𝜙𝑖+1, …

𝜙𝑤
′ , 𝜙𝑤 = 𝑓𝑢𝑛𝑐 𝜙𝑖−1, 𝜙𝑖 , …
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8۰

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+

𝜕(𝑐𝜙)

𝜕𝑥
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2

𝑖

Δ𝑥

𝑥𝑒𝑥𝑤

𝑖 + 1𝑖 − 1

𝑥𝑖

𝜙𝑖 − 𝛼
𝜙𝑖−1 − 2𝜙𝑖 + 𝜙𝑖+1

Δ𝑥2
+ 𝑐

−𝜙𝑖−1 + 𝜙𝑖+1

2Δ𝑥
= 0

𝜕 ത𝜙𝑖

𝜕𝑡
+

1

Δ𝑥
𝐹𝑒 − 𝐹𝑤 = 0

ارهاشگسسته سازیامکان

نقطه ایمقادیرحسببر

رویکردهای‌تقریب‌نقطه‌ای‌در‌حجم‌محدود

ത𝜙𝑛𝑢𝑚 − ത𝜙𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 = 𝑂(Δ𝑥2)

ത𝜙𝑖 = 𝜙𝑖 + 𝑂 Δ𝑥2

𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑡
+

1

Δ𝑥
𝐹𝑒 − 𝐹𝑤 = 0

QUICK

Quadratic Upwind Interpolation for Convective Kinematics 𝜙𝑒 = −
1

8
𝜙𝑖−1 +

6

8
𝜙𝑖 +

3

8
𝜙𝑖+1 𝑐 > 0

:تقریب نقطه ای

مسائل پایا✓

۲مسائل با دقت مرتبه ✓
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8۱

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

رویکردهای‌گسسته‌سازی‌شار

8۱

جابجایی

تانتقال خاصیت ناشی از حرکت و سرع

پخش

𝛻2𝑇(رادیانگ)انتقال خاصیت ناشی از خاصیت پخشی  = 0

𝐹 = 𝑓𝑢𝑛𝑐(𝜙)

𝐹 = 𝑓𝑢𝑛𝑐(
d𝜙

d𝑥
)

𝜕(𝑐𝜙)

𝜕𝑥
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2

𝜕

𝜕𝑥
𝑐𝜙 − 𝛼

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝐹 = 𝑐𝜙 − 𝛼

𝜕𝜙

𝜕𝑥

جابجایی پخش

𝜕𝑦

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝑦

𝜕𝑥
= 0

𝑐 > 0

هدایت حرارتی 

صفحه جامد
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82

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

رویکردهای‌گسسته‌سازی‌شار

82

جابجایی

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 0

(Central)گسسته سازی مرکزی 

8
𝑖

𝑥𝑒

𝑖 + 1

𝑖

𝑥𝑤

𝑖 − 1

𝐹𝑒

𝐹𝑤

𝐹 = 𝑐𝜙

𝑐 > 0

𝜕 ത𝜙𝑖

𝜕𝑡
+

𝑐

Δ𝑥
𝜙𝑒 − 𝜙𝑤 = 0

𝜙𝑒 =
ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖+1

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)

𝜙𝑤 =
ത𝜙𝑖−1 + ത𝜙𝑖

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)

حل ناپایدار

𝑐 > 0
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83

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

رویکردهای‌گسسته‌سازی‌شار

83

جابجایی

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 0

(First-order Upwind)گسسته سازی بادسو مرتبه اول 

8
𝑖

𝑥𝑒

𝑥𝑤

𝑖 − 1

𝐹𝑒

𝐹𝑤

𝐹 = 𝑐𝜙

𝑐 > 0

𝜕 ത𝜙𝑖

𝜕𝑡
+

𝑐

Δ𝑥
𝜙𝑒 − 𝜙𝑤 = 0

𝜙𝑒 = ത𝜙𝑖 + 𝑂(Δ𝑥)

𝜙𝑤 = ത𝜙𝑖−1 + 𝑂(Δ𝑥)

حل پایدار

𝑐 > 0
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8۴

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

رویکردهای‌گسسته‌سازی‌شار

8۴

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+

𝜕(𝑐𝜙)

𝜕𝑥
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+

𝜕(𝑐𝜙)

𝜕𝑥
−

𝜕

𝜕𝑥
𝛼

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 0

d𝜙

d𝑥
ቚ
𝑒

=
− ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖+1

Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2)شار پخشی زیگسسته سازی مرک

𝑖

𝑥𝑒𝑥𝑤

𝑖 + 1𝑖 − 1

(Peclet)عدد پکله 

𝑃𝑒نسبت بی بعد جابجایی به پخش =
𝑐𝐿

𝛼

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑃

𝜕𝑥
+

1

𝑅𝑒

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

𝑅𝑒 =
𝑈𝐿

𝜈

𝜙𝑒 شار جابجایی=

گسسته سازی دوگانه 

(Hybrid)

ത𝜙𝑖 + 𝑂 Δ𝑥  ,  𝑃𝑒𝑒 > 2
ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖+1

2
+ 𝑂(Δ𝑥2), −2 < 𝑃𝑒𝑒 < 2

ത𝜙𝑖 + 𝑂 Δ𝑥  ,  𝑃𝑒𝑒 < −2

𝑃𝑒𝑒 =
𝑐Δ𝑥

𝛼

Δ𝑥
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85

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

رویکردهای‌گسسته‌سازی‌شار

85

جابجایی

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 0

(Second-order Upwind)گسسته سازی بادسو مرتبه دوم 

𝐹𝑒

𝐹𝑤

𝐹 = 𝑐𝜙

𝑐 > 0

𝜕 ത𝜙𝑖

𝜕𝑡
+

𝑐

Δ𝑥
𝜙𝑒 − 𝜙𝑤 = 0

𝑐حل پایدار > 0:

𝜙𝑒 =
− ത𝜙𝑖−1 + 3 ത𝜙𝑖

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)

𝜙𝑤 =
− ത𝜙𝑖−2 + 3 ത𝜙𝑖−1

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)

𝑐 < 0:
𝜙𝑒 =

3 ത𝜙𝑖+1 − ത𝜙𝑖+2

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)

𝜙𝑤 =
3 ത𝜙𝑖 − ത𝜙𝑖+1

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)

𝑖

𝑥𝑒

𝑖 − 1

𝑖-1

𝑥𝑤

𝑖 − 2

𝑥𝑒

𝑖
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86

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

.شار در تمامی مرزها باید به یک شکل گسسته شود

8
𝑖

𝑥𝑒

𝑖 + 1𝑖

𝑥𝑤

𝑖 − 1

𝑖

𝑥𝑒

𝑖 − 1𝑖 − 1

𝑥𝑤

𝑖 − 2

𝐹𝑒
𝐹𝑤

رویکردهای‌گسسته‌سازی‌شار
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87

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

ته شوندشارهای جابجایی و پخشی می توانند به شکل های متفاوتی گسس

8
𝑖

𝑥𝑒

𝑖 + 1𝑖

𝑥𝑤

𝑖 − 1

𝑖

𝑥𝑒

𝑖 − 1𝑖-1

𝑥𝑤

𝑖 − 2
𝜙𝑒

d𝜙

d𝑥
ቚ
𝑒

رویکردهای‌گسسته‌سازی‌شار

زی و گسسته سازی شار پخشی به صورت مرک

۲شار جابجایی به صورت بادسوی مرتبه 
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𝜕𝜙

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
𝑐𝜙 − 𝛼

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 𝜙

88

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

مرور‌مباحث‌گذشته
لمعادله دیفرانسی

𝑖

Δ𝑥

𝑥𝑒𝑥𝑤

𝑖 + 1𝑖 − 1

𝐹 = −𝛼
𝜕𝜙

𝜕𝑥
+ 𝑐𝜙 𝑆 = 𝜙

d ത𝜙𝑖

d𝑡
+

1

Δ𝑥
𝐹𝑒 − 𝐹𝑤 = ҧ𝑆𝑖

شار پخشی شار جابجایی

𝐹𝑒 = −𝛼
𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ

𝑒
+ 𝑐𝜙𝑒

گسسته سازی دامنه حل به حجم های محدود•

گسسته سازی معادلات به روش حجم محدود•

نوشتن معادلات به شکل پایستار✓

از معادله روی حجم کنترل میانگین گیری✓

(مومیکاربرد ع)گسسته سازی  شارها بر حسب مقادیر میانگین ✓

چشمه(۲مسائل پایا یا دقت مرتبه )امکان گسسته سازی نقطه ای ✓

:انواع شار

عتانتقال در اثر حرکت و سر: شار جابجایی✓

یانتقال در اثر خاصیت پخش: شار پخشی✓

𝐹 = 𝑓𝑢𝑛𝑐(𝜙)

𝐹 = 𝑓𝑢𝑛𝑐(
d𝜙

d𝑥
)

𝐹𝑒 = 𝑓𝑢𝑛𝑐 ത𝜙𝑖 , ത𝜙𝑖+1, … 𝐹𝑒 = 𝑓𝑢𝑛𝑐 𝜙𝑖 , 𝜙𝑖+1, …

ҧ𝑆𝑖 = 𝑆𝑐 + 𝑂 Δ𝑥2

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+

𝜕(𝑐𝜙)

𝜕𝑥
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+ 𝜙

تهصورت نیمه گسس
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89

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

انواع روش های گسسته سازیمرور‌مباحث‌گذشته

𝜙𝑒 =
ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖+1

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)مرکزی

d𝜙

d𝑥
ቚ
𝑒

=
− ത𝜙𝑖 + ത𝜙𝑖+1

Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2)

بادسو مرتبه اول 𝜙𝑒 = ത𝜙𝑖 + 𝑂(Δ𝑥) 𝑐 > 0

𝜙𝑒 =
− ത𝜙𝑖−1 + 3 ത𝜙𝑖

2
+ 𝑂(Δ𝑥2)بادسو مرتبه دوم 𝑐 > 0

د یکسان باشد گسسته سازی شارهای جابجایی و پخشی می تواند به شکل های متفاوتی انجام شود اما در تمامی مرزها بای

𝑖

𝑥𝑒

𝑖 − 1

8
𝑖

𝑥𝑒

𝑖 + 1

8
𝑖

𝑥𝑒
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𝑖, 𝑗

9۰

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

حجم‌محدود‌در‌مسائل‌دو‌بعدی‌و‌سه‌بعدی

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑧
= 𝑆

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝛻. Ԧ𝐹 = 𝑆

(Flux)شار 

صورت پایستار Ԧ𝐹 =

𝐹𝑥

𝐹𝑦

𝐹𝑧

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2 𝜙 = 𝑇 امدانتقال حرارت دو بعدی صفحه ج

𝜕𝑇

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥
𝛼

𝜕𝑇

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
𝛼

𝜕𝑇

𝜕𝑦
𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

شبکه کارتزین

88

8

8

𝑖, 𝑗 − 1

𝑖, 𝑗 + 1

𝑖 + 1, 𝑗𝑖 − 1, 𝑗

تولید شبکه 

Δ𝑥

Δ𝑦

𝜙اسکالر
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9۱

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

حجم‌محدود‌در‌مسائل‌دو‌بعدی
𝜕𝜙

𝜕𝑡
+

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
= 𝑆

Ԧ𝐹 =
𝐹𝑥

𝐹𝑦
=

−𝛼
𝜕𝜙

𝜕𝑥

−𝛼
𝜕𝜙

𝜕𝑦

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
−𝛼

𝜕𝜙

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
−𝛼

𝜕𝜙

𝜕𝑦
= 0

𝐹𝑥 = −𝛼
𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝐹𝑦 = −𝛼

𝜕𝜙

𝜕𝑦

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝛻. (−𝛼𝛻𝜙) = 0

تارنوشتن معادله به صورت پایس
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92

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝛻. (−𝛼𝛻𝜙) = 0

رلمیانگین گیری از معادله روی هر حجم کنت

1

𝐴𝑖,𝑗
න

𝐴𝑖,𝑗

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝛻. (−𝛼𝛻𝜙) d𝐴 = 0

ҧ𝑓𝑖,𝑗 =
1

𝐴𝑖,𝑗
න

𝐴𝑖,𝑗

𝑓d𝐴

𝑖, 𝑗 88

8

8

𝑖, 𝑗 − 1

𝑖, 𝑗 + 1

𝑖 + 1, 𝑗𝑖 − 1, 𝑗

Δ𝑥

Δ𝑦1

𝐴𝑖,𝑗
න

𝐴𝑖,𝑗

𝜕𝜙

𝜕𝑡
d𝐴 −

1

𝐴𝑖,𝑗
න

𝐴𝑖,𝑗

𝛻. (𝛼𝛻𝜙) d𝐴 = 0

1

𝐴𝑖,𝑗
න

𝐴𝑖,𝑗

𝜕𝜙

𝜕𝑡
d𝐴 =

𝛼

𝐴𝑖,𝑗
න

𝐴𝑖,𝑗

𝛻. (𝛻𝜙) d𝐴

حجم‌محدود‌در‌مسائل‌دو‌بعدی
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ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

رلمیانگین گیری از معادله روی هر حجم کنت

𝑖, 𝑗 88

8

8

𝑖, 𝑗 − 1

𝑖, 𝑗 + 1

𝑖 + 1, 𝑗𝑖 − 1, 𝑗

Δ𝑥

Δ𝑦

1

𝐴𝑖,𝑗
න

𝐴𝑖,𝑗

𝜕𝜙

𝜕𝑡
d𝐴 =

𝜕

𝜕𝑡

1

𝐴𝑖,𝑗
න

𝐴𝑖,𝑗

𝜙 d𝐴

ҧ𝑓𝑖,𝑗 =
1

𝐴𝑖,𝑗
න

𝐴𝑖,𝑗

𝑓d𝐴

1

𝐴𝑖,𝑗
න

𝐴𝑖,𝑗

𝜕𝜙

𝜕𝑡
d𝐴 =

𝜕 ത𝜙𝑖,𝑗

𝜕𝑡

𝜕 ത𝜙𝑖,𝑗

𝜕𝑡
=

𝛼

𝐴𝑖,𝑗
න

𝐴𝑖,𝑗

𝛻. (𝛻𝜙) d𝐴

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝛻. (−𝛼𝛻𝜙) = 0

حجم‌محدود‌در‌مسائل‌دو‌بعدی
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9۴

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

න
𝑥𝑤

𝑥𝑒 𝜕𝐹

𝜕𝑥
d𝑥 = න

𝑥𝑤

𝑥𝑒

d𝐹 = 𝐹𝑒 − 𝐹𝑤

𝛼(گاوس-گرین)قضیه دیورژانس گاوس 

𝐴𝑖,𝑗
න

𝐴𝑖,𝑗

𝛻. (𝛻𝜙) d𝐴 =?

𝐹 = −𝛼𝛻𝜙

න
Ω

𝛻. Ԧ𝐹 d𝐴 = ර
𝜕Ω

Ԧ𝐹. ො𝑛 d𝑙
d𝑙

න
𝐴𝑖,𝑗

𝛻. (𝛻𝜙) d𝐴 = ර
𝜕𝐴𝑖,𝑗

𝛻𝜙 . ො𝑛 d𝑙

ො𝑛

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝛻. (−𝛼𝛻𝜙) = 0

حجم‌محدود‌در‌مسائل‌دو‌بعدی

1

𝐴𝑖,𝑗
 ර

𝜕Ω

Ԧ𝐹. ො𝑛 d𝑙

(Flux Integral)انتگرال شار 
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95

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

ර
𝜕𝐴𝑖,𝑗

𝛻𝜙 . ො𝑛 d𝑙 =

𝑖, 𝑗

𝑖, 𝑗 − 1

𝑖, 𝑗 + 1

𝑖 + 1, 𝑗𝑖 − 1, 𝑗

Δ𝑥

Δ𝑦

8

8

𝑖 +
1

2
𝑖 −

1

2

𝑗 −
1

2

𝑗 +
1

2

න
𝑠

𝛻𝜙 ቚ
𝑠

. − Ƹ𝑗 d𝑥

𝑒

𝑠

𝑛

𝑤

+ න
𝑒

𝛻𝜙 ቚ
𝑒

. Ƹ𝑖 d𝑦

+ න
𝑛

𝛻𝜙 ቚ
𝑛

. Ƹ𝑗 (−d𝑥) + න
𝑤

𝛻𝜙 ቚ
𝑤

. − Ƹ𝑖 (−d𝑦) =

න
𝑥

𝑖−
1
2

𝑥
𝑖+

1
2

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝜕𝜙

𝜕𝑦 𝑠

.
0

−1
d𝑥+ න

𝑦
𝑗−

1
2

𝑦
𝑗+

1
2

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝜕𝜙

𝜕𝑦 𝑒

.
1
0

d𝑦

+ න
𝑥

𝑖+
1
2

𝑥
𝑖−

1
2

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝜕𝜙

𝜕𝑦 𝑛

.
0
1

(−d𝑥) + න
𝑦

𝑗+
1
2

𝑦
𝑗−

1
2

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝜕𝜙

𝜕𝑦 𝑤

.
−1
0

(−d𝑦) =

حجم‌محدود‌در‌مسائل‌دو‌بعدی
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96

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

− න
𝑥

𝑖−
1
2

𝑥
𝑖+

1
2

𝜕𝜙

𝜕𝑦
ቚ
𝑠

d𝑥

න
𝑥

𝑖−
1
2

𝑥
𝑖+

1
2

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝜕𝜙

𝜕𝑦 𝑠

.
0

−1
d𝑥+ න

𝑦
𝑗−

1
2

𝑦
𝑗+

1
2

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝜕𝜙

𝜕𝑦 𝑒

.
1
0

d𝑦 + න
𝑥

𝑖+
1
2

𝑥
𝑖−

1
2

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝜕𝜙

𝜕𝑦 𝑛

.
0
1

(−d𝑥) + න
𝑦

𝑗+
1
2

𝑦
𝑗−

1
2

𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝜕𝜙

𝜕𝑦 𝑤

.
−1
0

(−d𝑦) =

ර
𝜕𝐴𝑖,𝑗

𝛻𝜙 . ො𝑛 d𝑙 ≈ −
𝜕𝜙

𝜕𝑦
ቚ
𝑠,𝑐

Δ𝑥 +
𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑒,𝑐

Δ𝑦 +
𝜕𝜙

𝜕𝑦
ቚ
𝑛,𝑐

Δ𝑥 −
𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑤,𝑐

Δ𝑦

𝜕𝜙

𝜕𝑦
ቚ
𝑠

=
𝜕𝜙(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
ቚ
𝑦=𝑦

𝑗−
1
2

𝜕𝜙

𝜕𝑦
ቚ
𝑠

:

حجم‌محدود‌در‌مسائل‌دو‌بعدی

+ න
𝑦

𝑗−
1
2

𝑦
𝑗−

1
2

𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑒

d𝑦 + න
𝑥

𝑖−
1
2

𝑥
𝑖+

1
2

𝜕𝜙

𝜕𝑦
ቚ
𝑛

d𝑥 − න
𝑦

𝑗−
1
2

𝑦
𝑗−

1
2

𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ

𝑤
d𝑦

=
𝜕𝜙(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
ቚ

𝑥=𝑥𝑖

+
𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝜙 𝑥, 𝑦

𝜕𝑦
ቚ
𝑥=𝑥𝑖

𝑥 − 𝑥𝑖 + ⋯

ර
𝜕𝐴𝑖,𝑗

𝛻𝜙 . ො𝑛 d𝑙 ≈ − න
𝑥

𝑖−
1
2

𝑥
𝑖+

1
2

𝜕𝜙

𝜕𝑦
ቚ

𝑥=𝑥𝑖,𝑦=𝑦
𝑗−

1
2

d𝑥 + න
𝑦

𝑗−
1
2

𝑦
𝑗−

1
2

𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑒,𝑐

d𝑦 + න
𝑥

𝑖−
1
2

𝑥
𝑖+

1
2

𝜕𝜙

𝜕𝑦
ቚ
𝑛,𝑐

d𝑥 − න
𝑦

𝑗−
1
2

𝑦
𝑗−

1
2

𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑤,𝑐

d𝑦
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97

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

𝑖, 𝑗

𝑖, 𝑗 − 1

𝑖 + 1, 𝑗𝑖 − 1, 𝑗

Δ𝑥

Δ𝑦

8

𝑖

𝑠

ර
𝜕𝐴𝑖,𝑗

𝛻𝜙 . ො𝑛 d𝑙 ≈ −
𝜕𝜙

𝜕𝑦
ቚ
𝑠,𝑐

Δ𝑥 +
𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑒,𝑐

Δ𝑦 +
𝜕𝜙

𝜕𝑦
ቚ
𝑛,𝑐

Δ𝑥 −
𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑤,𝑐

Δ𝑦

𝜕𝜙

𝜕𝑦
ቚ

𝑠,𝑐
=

ത𝜙𝑖,𝑗 − ത𝜙𝑖,𝑗−1

Δ𝑦
+ 𝑂(Δ𝑦2)

𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑒,𝑐

=
ത𝜙𝑖+1,𝑗 − ത𝜙𝑖,𝑗

Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2)

𝜕𝜙

𝜕𝑦
ቚ
𝑛,𝑐

=
ത𝜙𝑖,𝑗+1 − ത𝜙𝑖,𝑗

Δ𝑦
+ 𝑂(Δ𝑦2)

𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑤,𝑐

=
ത𝜙𝑖,𝑗 − ത𝜙𝑖−1,𝑗

Δ𝑥
+ 𝑂(Δ𝑥2)

جمیبیان شارها بر حسب مقادیر میانگین ح

حجم‌محدود‌در‌مسائل‌دو‌بعدی

𝑒

𝑛
𝑤
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98

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

රریا
𝜕𝐴𝑖,𝑗

𝛻𝜙 . ො𝑛 d𝑙 = −
𝜕𝜙

𝜕𝑦
ቚ
𝑠,𝑐

Δ𝑥 +
𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑒,𝑐

Δ𝑦 +
𝜕𝜙

𝜕𝑦
ቚ
𝑛,𝑐

Δ𝑥 −
𝜕𝜙

𝜕𝑥
ቚ
𝑤,𝑐

Δ𝑦

= −
ത𝜙𝑖,𝑗 − ത𝜙𝑖,𝑗−1

Δ𝑦
Δ𝑥

+
ത𝜙𝑖+1,𝑗 − ത𝜙𝑖,𝑗

Δ𝑥
Δ𝑦

+
ത𝜙𝑖,𝑗+1 − ത𝜙𝑖,𝑗

Δ𝑦
Δ𝑥

−
ത𝜙𝑖,𝑗 − ത𝜙𝑖−1,𝑗

Δ𝑥
Δ𝑦

=
ത𝜙𝑖,𝑗−1 − 2 ത𝜙𝑖,𝑗 + ത𝜙𝑖,𝑗+1

Δ𝑦
Δ𝑥 +

ത𝜙𝑖−1,𝑗 − 2 ത𝜙𝑖,𝑗 + ത𝜙𝑖+1,𝑗

Δ𝑥
Δ𝑦

𝑖, 𝑗

𝑖, 𝑗 − 1

𝑖, 𝑗 + 1

𝑖 + 1, 𝑗𝑖 − 1, 𝑗

Δ𝑥

Δ𝑦

8

8

𝑖 +
1

2
𝑖 −

1

2

𝑗 −
1

2

𝑗 +
1

2

𝑒

𝑠

𝑛

𝑤

حجم‌محدود‌در‌مسائل‌دو‌بعدی
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99

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

d ത𝜙𝑖,𝑗

d𝑡
=

𝛼

Δ𝑥Δ𝑦

ത𝜙𝑖,𝑗−1 − 2 ത𝜙𝑖,𝑗 + ത𝜙𝑖,𝑗+1

Δ𝑦
Δ𝑥 +

ത𝜙𝑖−1,𝑗 − 2 ത𝜙𝑖,𝑗 + ത𝜙𝑖+1,𝑗

Δ𝑥
Δ𝑦

d ത𝜙𝑖,𝑗

d𝑡
= 𝛼

ത𝜙𝑖,𝑗−1 − 2 ത𝜙𝑖,𝑗 + ത𝜙𝑖,𝑗+1

Δ𝑦2 +
ത𝜙𝑖−1,𝑗 − 2 ത𝜙𝑖,𝑗 + ത𝜙𝑖+1,𝑗

Δ𝑥2
صورت نیمه گسسته

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝛻. (−𝛼𝛻𝜙) = 0

1

𝐴𝑖,𝑗
න

𝐴𝑖,𝑗

𝜕𝜙

𝜕𝑡
d𝐴 =

𝛼

𝐴𝑖,𝑗
න

𝐴𝑖,𝑗

𝛻. (𝛻𝜙) d𝐴

1

𝐴𝑖,𝑗
න

𝐴𝑖,𝑗

𝜕𝜙

𝜕𝑡
d𝐴 =

𝜕 ത𝜙𝑖,𝑗

𝜕𝑡

𝛼

𝐴𝑖,𝑗
න

𝐴𝑖,𝑗

𝛻. (𝛻𝜙) d𝐴 =
𝛼

𝐴𝑖,𝑗
ර

𝜕𝐴𝑖,𝑗

𝛻𝜙 . ො𝑛 d𝑙 𝐴𝑖,𝑗 = Δ𝑥Δ𝑦

حجم‌محدود‌در‌مسائل‌دو‌بعدی
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۱۰۰

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

ریا

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝛻. (−𝛼𝛻𝜙) = 0

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝜙

𝜕𝑧2

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
−𝛼

𝜕𝜙

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
−𝛼

𝜕𝜙

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧
−𝛼

𝜕𝜙

𝜕𝑧
= 0

d ത𝜙𝑖,𝑗

d𝑡
=

𝛼

𝑉𝑖,𝑗,𝑘
න

𝑉𝑖,𝑗

𝛻. (𝛻𝜙) d𝑉

d ത𝜙𝑖,𝑗

d𝑡
=

𝛼

𝑉𝑖,𝑗,𝑘
ර

𝜕𝑉𝑖,𝑗

𝛻𝜙 . ො𝑛 d𝐴

න
𝑉𝑖,𝑗

𝛻. (𝛻𝜙) d𝑉 = ර
𝜕𝑉𝑖,𝑗

𝛻𝜙 . ො𝑛 d𝐴

حجم‌محدود‌در‌مسائل‌سه‌بعدی
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۱۰۱

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

dریا ത𝜙𝑖,𝑗

d𝑡
=

𝛼

𝑉𝑖,𝑗,𝑘
ර

𝜕𝑉𝑖,𝑗

𝛻𝜙 . ො𝑛 d𝐴

Δ𝑥

Δ𝑦 Δ𝑧

ර
𝜕𝑉𝑖,𝑗

𝛻𝜙 . ො𝑛 d𝐴 = ඵ
𝑒

𝛻𝜙 ቚ
𝑒

. Ƹ𝑖d𝑦d𝑧 + ඵ
𝑛

𝛻𝜙 ቚ
𝑛

. Ƹ𝑗d𝑧d𝑥 + ඵ
𝑡

𝛻𝜙 ቚ
𝑡

. ෠𝑘d𝑥d𝑦

− ඵ
𝑤

𝛻𝜙 ቚ
𝑤

. Ƹ𝑖d𝑦d𝑧 − ඵ
𝑠

𝛻𝜙 ቚ
𝑠

. Ƹ𝑗d𝑧d𝑥 − ඵ
𝑏

𝛻𝜙 ቚ
𝑏

. ෠𝑘d𝑥d𝑦

ඵ
𝑛

𝛻𝜙 ቚ
𝑛

. Ƹ𝑗d𝑧d𝑥 = න
𝑖−

1
2

𝑖+
1
2

න
𝑘−

1
2

𝑘+
1
2 𝜕𝜙

𝜕𝑦
d𝑧d𝑥 ≈

𝜕𝜙

𝜕𝑦
ቚ
𝑛,𝑐

Δ𝑧Δ𝑥

ඵ
𝑛

𝛻𝜙 ቚ
𝑏

. Ƹ𝑗d𝑧d𝑥 = න
𝑖−

1
2

𝑖+
1
2

න
𝑘−

1
2

𝑘+
1
2 𝜕𝜙

𝜕𝑦
d𝑧d𝑥 ≈

𝜕𝜙

𝜕𝑦
ቚ
𝑏,𝑐

Δ𝑧Δ𝑥

حجم‌محدود‌در‌مسائل‌سه‌بعدی



دانشگاه صنعتی شریف
۱۰2

ود
حد

م م
حج

ت 
ضیا

dریا ത𝜙𝑖,𝑗

d𝑡
=

𝛼

𝑉𝑖,𝑗,𝑘
ර

𝜕𝑉𝑖,𝑗

𝛻𝜙 . ො𝑛 d𝐴

Δ𝑥

Δ𝑦 Δ𝑧

ඵ
𝑛

𝛻𝜙 ቚ
𝑛

. Ƹ𝑗d𝑧d𝑥 =
ത𝜙𝑖,𝑗+1,𝑘 − ത𝜙𝑖,𝑗,𝑘

Δ𝑦
Δ𝑧Δ𝑥

d ത𝜙𝑖,𝑗

d𝑡
= 𝛼

ത𝜙𝑖−1,𝑗,𝑘 − 2 ത𝜙𝑖,𝑗,𝑘 + ത𝜙𝑖+1,𝑗,𝑘

Δ𝑥2 +
ത𝜙𝑖,𝑗−1,𝑘 − 2 ത𝜙𝑖,𝑗,𝑘 + ത𝜙𝑖,𝑗+1,𝑘

Δ𝑦2 +
ത𝜙𝑖,𝑗,𝑘−1 − 2 ത𝜙𝑖,𝑗,𝑘 + ത𝜙𝑖,𝑗,𝑘+1

Δ𝑧2

حجم‌محدود‌در‌مسائل‌سه‌بعدی
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محدودالمانریاضیات‌



دانشگاه صنعتی شریف
۱۰۴

ود
حد

ن م
ما

ت ال
ضیا

ریا

خلاصه‌ای‌از‌ریاضیات‌المان‌محدود

مثال فرم قوی

 بر اساس فرم ضعیف معادلات دیفرانسیل جزئی

− න
𝑎

𝑏 𝑑2𝑢

𝑑𝑥2 𝑣 𝑥 𝑑𝑥 = න
𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑣 𝑥 𝑑𝑥

− න
𝑎

𝑏 𝑑𝑢

𝑑𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
𝑑𝑥 −

𝑑𝑢

𝑑𝑥
𝑣

𝑎

𝑏

= න
𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑣 𝑥 𝑑𝑥

(ضرب فرم قوی در تابع آزمون)فرم ضعیف 

−
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2 = 𝑓 𝑥

𝑢 𝑎 = 𝑢𝑎

𝑢 𝑏 = 𝑢𝑏

ضرب فرم قوی در تابع آزمون

.تواند به صورت عددی حل شودکه میشدهضعیف منجر به سیستمی از معادلات جبری فرم

.تفاضل محدود مستقیم فرم قوی معادلات دیفرانسیل جزئی را حل می کند❑
.  حجم محدود بر اساس معادلات انتگرالی پایستار است❑



دانشگاه صنعتی شریف
۱۰5

ت 
ضیا

ریا
ان

الم
ود

حد
م

خلاصه‌ای‌از‌ریاضیات‌المان‌محدود

پدیده فیزیکی معادلات حاکم و شرایط مرزی معادلات المان محدود

مکانیک جامدات

مکانیک سیالات

هدایت حرارتی

پخش

هدایت الکتریکی

𝑑

𝑑𝑥
𝐴

𝐷2

32𝜇

𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 𝑄 = 0

𝑑

𝑑𝑥
𝐴𝐸

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑏 = 0

𝑑

𝑑𝑥
𝐴𝑘

𝑑𝑇

𝑑𝑥
+ 𝑄 = 0

𝑑

𝑑𝑥
𝐴𝐷

𝑑𝐶

𝑑𝑥
+ 𝑄 = 0

𝑑

𝑑𝑥
𝐴𝜎

𝑑𝑉

𝑑𝑥
+ 𝑄 = 0

مانند بارگذاری محوری میله الاستیک

مانند جریان پوازی در لوله

مانند جریان حرارت یک بعدی

مانند پخش یک بعدی

مانند جریان الکتریکی یک بعدی

+ 𝐵𝐶𝑠

(شرایط مرزی)

𝐾 𝑢 = 𝐹
سختی  ماتریس

بردار گره ها

بردار نیرو

مدلسازی تقریب

تقسیم دامنه به المان های محدود و حل 
معادلات در هر المان
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